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前言

前前前言言言

±　　在高考数学的终极战场，圆锥曲线向来是区分天才与庸才的天堑。韦达定理、对偶式、曲线系方程、

定比分点、调整法、对合、仿射变换、齐次化及斜率双用等方法，是无数前辈用血泪铸就的破局之术，也

是代数变形领域的几柄重器。而本书，将为你开辟一条前所未有的制胜之道：三角参数换元。它绝非旁门

左道的技巧补充，而是对代数繁冗与几何直觉的深度重构，是你撕裂圆锥曲线桎梏的又一柄利刃。

　　本合集作为3.0版本的迭代，摒弃了冗余的题海堆砌，以39道精选题为骨，以系统性的原理讲解为魂，
只为让你在有限的时间里，击穿核心，直指本质。

　　关于不联立方法的修炼，切忌贪多求全。高中三年的时间是定量的，高考的考察是多维的，数学的疆

域也远不止于圆锥曲线。在确保其他学科阵地不失的前提下，你只需精通两三种足以致命的手段，便足以

立于不败之地。

　　以本三角代换合集为例，修炼之路只有两条：其一，浅尝辄止，仅能应对最基础的单动点与顶点弦问

题，作为考场应急的备选；其二，沉心彻悟，将除弦长中点等生僻枝节之外的所有核心技巧熔于一炉，让

三角法成为你信手拈来的破局利器。

　　对于绝大多数考生而言，不存在第三条路。除非你对三角法的热爱已深入骨髓，达到不学则寝食难安

的程度，并有绝对的把握不会因此动摇其他学科的根基。

　　原因很简单：若你只想在特定题型中偶尔一试，那么第一层级的熟练度便已足够；但若你想让三角代

换成为常规联立之外的绝对备选，就必须做到炉火纯青，绝无半分含糊。否则，在高考的高压之下，任何

一丝犹豫，都将成为你溃败的导火索。

　　最后，若你决意踏上这条道路，请务必潜心笃志。合集内容精炼，每一个字都经过反复推敲，建议你

反复研读两至三遍。须知，三角法的计算量未必总是小于联立，其真正的核心价值，在于为你提供了一种

全新的思考维度，而非执着于所谓的”秒杀”。
　　愿你以此为刃，劈开混沌，直抵巅峰！
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第一章 三角换元法：从基础到进阶

1.1 三角解：解析几何的参数化艺术

在解析几何中，利用参数方程进行三角代换是简化运算的强力工具。通过三角恒等变换，我们可以将复杂的二次曲线

坐标转化为统一的三角形式。

1.1.1 椭圆的半角代换

对于椭圆方程
x2

a2 + y2

b2 = 1，其不仅有参数方程 x = a cos θ, y = b sin θ，更可以通过半角公式转化为有理分式形式，

从而消去三角函数，转化为代数运算。

y 椭椭椭圆圆圆万万万能能能公公公式式式推推推导导导

将 x = a cos θ, y = b sin θ 化为半角形式：

x = a cos θ = a ·
cos2 θ

2 − sin2 θ
2

1 = a ·
cos2 θ

2 − sin2 θ
2

sin2 θ
2 + cos2 θ

2
= a ·

1 − tan2 θ
2

1 + tan2 θ
2

,

y = b sin θ = b ·
2 sin θ

2 cos θ
2

1 = b ·
2 sin θ

2 cos θ
2

sin2 θ
2 + cos2 θ

2
= b ·

2 tan θ
2

1 + tan2 θ
2

.

若令 tan θ

2 = t，则椭圆上任意一点 P 可参数化为：

P

(
a(1 − t2)

1 + t2 ,
2bt

1 + t2

)

1.1.2 双曲线的半角代换

同理，对于双曲线方程
x2

a2 − y2

b2 = 1，利用其参数方程 x = a sec α, y = b tan α，可得：

y 双双双曲曲曲线线线万万万能能能公公公式式式推推推导导导

x = a sec α = a · 1
cos α

= a · 1
cos2 α

2 − sin2 α
2

= a ·
cos2 α

2 + sin2 α
2

cos2 α
2 − sin2 α

2
= a ·

1 + tan2 α
2

1 − tan2 α
2

,

y = b tan α = b · sin α

cos α
= b ·

2 sin α
2 cos α

2
cos2 α

2 − sin2 α
2

= b ·
2 tan α

2
1 − tan2 α

2
.

若令 tan α

2 = t，则双曲线上任意一点 P 可参数化为：

P

(
a(1 + t2)

1 − t2 ,
2bt

1 − t2

)

本质洞察：这种代换的本质是利用三角恒等变换将 x, y 统一为一个参数 t 的有理函数，极大地便利了后续关于斜率、

共线等问题的代数运算。
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1.2 顶点为何说三角才是最优解

[ 顶顶顶点点点连连连线线线斜斜斜率率率公公公式式式

椭圆：与四个顶点（轴端点）连线的斜率

设椭圆
x2

a2 + y2

b2 = 1,

四个顶点分别为

A(−a, 0), B(a, 0), C(0, b), D(0, −b).

设椭圆上一点

P

(
a(1 − t2)

1 + t2 ,
2bt

1 + t2

)
,

则有

kP A = y

x + a
= bt

a
,

kP B = y

x − a
= − b

at
,

kP C = y − b

x
= b(t − 1)

a(t + 1) ,

kP D = y + b

x
= b(1 + t)

a(1 − t) .

双曲线：与实轴端点/虚轴端点连线的斜率
设双曲线

x2

a2 − y2

b2 = 1,

实轴端点 A(−a, 0), B(a, 0)，虚轴端点 C(0, b), D(0, −b)。设双曲线上一点

P

(
a(1 + t2)

1 − t2 ,
2bt

1 − t2

)
.

则

kP A = y

x + a
= bt

a
, kP B = y

x − a
= b

at
.

同时，注意：此时 kP C , kP D 的形式并不如椭圆简洁，但在需要时仍可算得

kP C = b(2t − 1 + t2)
a(1 + t2) ,

kP D = b(2t + 1 − t2)
a(1 + t2) .

– 5 –
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1.3 单动点题型演练

v 例例例题题题 1：：：2023年年年北北北京京京卷卷卷

题目：已知椭圆 E : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0) 的离心率为
√

5
3 ，椭圆 E 的上、下顶点分别为 A, C，左、右顶

点分别为 B, D，且 |AC| = 4。

(1) 求椭圆 E 的方程；

(2) 过椭圆上第一象限内任一点 P 作 PD 交 BC 于点 M，作 PA 交直线 y = −2 于点 N。证明：直线

MN ∥ CD。

解：

x

y

A

C

B D

P

M

N
y = −2

(1) 由 |AC| = 4 知 2b = 4 =⇒ b = 2。又离心率 e =
√

1 − b2

a2 =
√

5
3 ，得：

1 − b2

a2 = 5
9 =⇒ b2

a2 = 4
9 =⇒ a2 = 9.

故椭圆方程为
x2

9 + y2

4 = 1。

(2) 设 P

(3(1 − t2)
1 + t2 ,

4t

1 + t2

)
。由已知，各顶点坐标为 B(−3, 0), D(3, 0), A(0, 2), C(0, −2)。计算斜率：

kP D = yP − 0
xP − 3 = − 2

3t
, kP A = yP − 2

xP − 0 = 2(t − 1)
3(t + 1) .

直线方程如下：

PD : y = − 2
3t

(x − 3), BC : y = −2
3(x + 3).

联立解得 PD 与 BC 交点 M：

M

(3(1 + t)
1 − t

, − 4
1 − t

)
.

又直线 PA : y = 2(t−1)
3(t+1) x + 2，与直线 l : y = −2 联立，解得交点 N：

N

(
−6(t + 1)

t − 1 , −2
)

.

计算 MN 的斜率：

kMN = yN − yM

xN − xM

=
−2 − (− 4

1−t
)

− 6(t+1)
t−1 − 3(1+t)

1−t

=
2(1+t)

1−t

3(1+t)
1−t

= 2
3 .

又 C(0, −2), D(3, 0)，故 kCD = 0−(−2)
3−0 = 2

3。因为 kMN = kCD，所以 MN ∥ CD。

– 6 –
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v 例例例题题题 2：：：2025年年年开开开文文文优优优学学学名名名卷卷卷优优优选选选38套套套
题目：已知 A(2, 0), B(−2, 0)，P (x, y) 是平面内一点（y ̸= 0）。设直线 AP, BP 的斜率分别为 k1, k2，且

k1k2 = −3
4。

(1) 求点 P 的轨迹 Γ 的方程；

(2) 若点 P 在 Γ 上，直线 PA, PB 分别交动直线 x = t 于点 C, D (t ̸= ±2)。过点 C 作 PB 的垂线交 x 轴

于点 H。则
−−→
HC ·

−−→
HD 是否存在最大值？若存在，求出最大值；若不存在，说明理由。

解：

x

y

AB

P

x = t

C

D

H

(1) 由 k1k2 = −3
4 得

y

x − 2 · y

x + 2 = −3
4，整理得 4y2 = −3(x2 − 4) =⇒ 3x2 + 4y2 = 12。故轨迹 Γ 为

x2

4 + y2

3 = 1。(x ̸= ±2)

(2) 设 P

(
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2
√

3 t1

1 + t2
1

)
。此时 kP A = −

√
3

2t1
, kP B =

√
3 t1

2 。直线 PA, PB 方程分别为：y = −
√

3
2t1

(x −

2)， y =
√

3 t1

2 (x + 2)。令 x = t，得点 C, D 坐标：

C

(
t,

√
3(2 − t)

2t1

)
, D

(
t,

√
3 t1(2 + t)

2

)
.

由 CH ⊥ PB =⇒ kCH · kP B = −1，得 kCH = − 2√
3t1
。由题意，H 是 CH 与 x 轴的交点，故 H 的 y

坐标为 0。直线 CH 过点 C

(
t,

√
3(2 − t)

2t1

)
，斜率为 kCH = − 2√

3t1
，方程为：

y −
√

3(2 − t)
2t1

= − 2√
3t1

(x − t).

令 y = 0，解得：

x = t +
√

3(2 − t)
2t1

·
√

3t1

2 = t + 3(2 − t)
4 = 4t + 6 − 3t

4 = t + 6
4 .

故 H

(
t + 6

4 , 0
)
。则向量

−−→
HC =

(
3t − 6

4 ,

√
3(2 − t)

2t1

)
，

−−→
HD =

(
3t − 6

4 ,

√
3 t1(2 + t)

2

)
。计算点积：

−−→
HC ·

−−→
HD =

(3t − 6
4

)2

+ 3(4 − t2)
4 = − 3

16(t + 6)2 + 12.

当 t = −6 时，取得最大值 12。

– 7 –
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v 例例例题题题 3：：：Saikyo原原原创创创试试试题题题
题目：已知椭圆 Ω : x2 + 2y2 = 1，右顶点 A。点 B 在 Ω 上，切线 ℓB 交 x = 1 于 C。若切线 ℓB 上点 D 满足

∠BAC 与 ∠BAD 互补，求证：点 D 在定直线上。

证明：

x

y

Ω

x=1 x=3

A

B

C
D

设 B

(
1 − t2

0
1 + t2

0
,

√
2 t0

1 + t2
0

)
，右顶点 A(1, 0)。

点 B 处切线方程为 ℓB : xxB + 2yyB = 1，切线上点 D 可记为

D

(
x,

1 + t2
0 − x(1 − t2

0)
2
√

2 t0

)
由题意 ∠BAC + ∠BAD = 180◦，即 tan∠BAC = − tan∠BAD。注意到 AC 为竖直线（C 在 x = 1 上），则
tan (∠BAC + 90◦) = KAB，推导得

tan∠BAC =
√

2t0

计算斜率：

kAB = −
√

2
2t0

, kAD = 1 + t2
0 − x(1 − t2

0)
2
√

2t0(x − 1)
.

代入倒角公式 tan∠BAD =
∣∣∣∣ kAD − kAB

1 + kADkAB

∣∣∣∣，整理得：
tan∠BAD =

∣∣∣∣∣
√

2t0[(t2
0 − 1) + x(t2

0 + 1)]
−(1 + 5t2

0) + x(1 + 3t2
0)

∣∣∣∣∣ .
由 tan∠BAD + tan∠BAC = 0，即 tan∠BAD +

√
2t0 = 0，分类讨论去绝对值：

• 若
√

2t0[(t2
0 − 1) + x(t2

0 + 1)]
−(1 + 5t2

0) + x(1 + 3t2
0) +

√
2t0 = 0，化简解得 x = 1；

• 若 −
√

2t0[(t2
0 − 1) + x(t2

0 + 1)]
−(1 + 5t2

0) + x(1 + 3t2
0) +

√
2t0 = 0，化简解得 x = 3。

因 x = 1 时点在右顶点切线上不合题意，故 x = 3。即点 D 在定直线 x = 3 上。

– 8 –
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1.4 核心工具：两点式（双动点/多动点）
对于涉及两个或多个动点的问题，直接设点计算斜率或直线方程是高效的手段。

y 椭椭椭圆圆圆与与与双双双曲曲曲线线线的的的弦弦弦方方方程程程

1. 椭圆两点式 x2

a2 + y2

b2 = 1

A

(
a(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2bt1

1 + t2
1

)
, B

(
a(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2bt2

1 + t2
2

)

• 斜率公式：kAB = b(t1t2 − 1)
a(t1 + t2)

• 弦 AB 方程：ay(t1 + t2) − bx(t1t2 − 1) = ab(t1t2 + 1)

2. 双曲线两点式 x2

a2 − y2

b2 = 1

A

(
a(1 + t2

1)
1 − t2

1
,

2bt1

1 − t2
1

)
, B

(
a(1 + t2

2)
1 − t2

2
,

2bt2

1 − t2
2

)

• 斜率公式：kAB = b(t1t2 + 1)
a(t1 + t2)

• 弦 AB 方程：ay(t1 + t2) − bx(t1t2 + 1) = ab(t1t2 − 1)

� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

应用技巧：若直线过定点 T (m, 0)，代入弦方程可得 t1t2 的定值表达式：即 t1t2 = m − a

m + a
。这一结论与“共

线斜率相同（即 kAT = kBT）”代入两点弦方程得到的结果一致。注意:上述T带入的是椭圆弦方程,双曲线也同
理,也可以用斜率相同的方式书写过程

– 9 –
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1.5 综合应用演练

v 例例例题题题 4：：：2020年年年全全全国国国一一一卷卷卷

题目：已知椭圆 E : x2

a2 + y2 = 1 (a > 1) 左右顶点 A, B，上顶点 G，且
−→
AG ·

−−→
GB = 8。过 P (6, t) 作 PA, PB

交椭圆于 C, D，证 CD 过定点。

解：

x

y

A B

G
P

C

D

1. 由 −→
AG ·

−−→
GB = 8，设 A(−a, 0), B(a, 0), G(0, 1)，则

(a, 1) · (a, −1) = a2 − 1 = 8 =⇒ a = 3, b = 1.

故椭圆方程为

E : x2

9 + y2 = 1.

2. 设
C

(3(1 − t2
1)

1 + t2
1

,
2t1

1 + t2
1

)
, D

(3(1 − t2
2)

1 + t2
2

,
2t2

1 + t2
2

)
.

由 P (6, t), A(−3, 0), B(3, 0) 共线条件得：

kP A = t

9 , kP B = t

3 =⇒ 3kP A = kP B.

又

kP A = kAC = t1

3 , kP B = kBD = − 1
3t2

.

代入得

3 · t1

3 = − 1
3t2

=⇒ t1t2 = −1
3 .

3. 代入椭圆弦方程：
3y(t1 + t2) − x(t1t2 − 1) = 3(t1t2 + 1).

将 t1t2 = −1/3 代入，得

3y(t1 + t2) − x

(
−4

3

)
= 3

(2
3

)
=⇒ 3y(t1 + t2) + 4

3x = 2.

令 y = 0，得 x = 3/2。故直线 CD 过定点 (3/2, 0)。

– 10 –
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v 例例例题题题 5：：：2025年年年福福福建建建省省省质质质检检检
题目：A(−1, 0), B(1, 0)，P 为 AB 外动点，PQ ⊥ AB 于 Q，满足 |PQ|2 = 3|AQ| · |BQ|，且 Q 在线段外的轨

迹 C。直线 ℓ 交 C 于 M, N， M 关于 x 轴对称点 T。从以下条件选一证明：(i) ℓ 过定点 (3, 0)；(ii) △BMN

不可能为锐角三角形。条件： 1⃝ kT B + kNA = 0； 2⃝ kT BkNB = 6； 3⃝ kT B/kNA = 2。

解：

x

y

A B

M

N

T

(3, 0)

原图

x

y

W

M

N

B

辅助图

(1) 轨迹方程：设 Q(x, 0)，则 P (x, y)。由 |PQ|2 = 3|AQ||BQ| 得 y2 = 3|x + 1||x − 1| = 3(x2 − 1)。轨迹 C:

x2 − y2

3 = 1 (y ̸= 0).
(2) 证明与选条件： (i) 证 ℓ 过定点 (3, 0)：设 M(t1), N(t2)。若 ℓ 过 W (3, 0)，则

kMW = kNW ⇐⇒ t1t2 = −1
2 .

计算各斜率：

kT B = −
√

3
t1

, kNA =
√

3t2, kNB =
√

3
t2

, kBM =
√

3
t1

.

• 选 2⃝：

kT BkNB = 6 =⇒
(

−
√

3
t1

)(√
3

t2

)
= 6 =⇒ t1t2 = −1

2 .

结论成立。

• 选 3⃝ 同理成立。选 1⃝ 推出 t1t2 = 1 不成立。

故选 2⃝ 或 3⃝，得 t1t2 = −1/2 =⇒ ℓ 过定点 (3, 0)。
(ii)证 △BMN 为钝角：分两种情况： 1. M, N 同支：不妨设M, N 均在右支，且M 在 x轴上方 (t1 ∈ (0, 1))，

N 在 x 轴下方 (t2 ∈ (−1, 0))。计算斜率：kBM =
√

3
t1

, kBN =
√

3
t2
。

tan∠MBN = kBM − kBN

1 + kBM kBN

=

√
3
(

1
t1

− 1
t2

)
1 + 3

t1t2

.

将 t1t2 = −1
2 代入分母得 1 − 6 = −5 < 0；又 t1 > 0, t2 < 0 =⇒ 1

t1
− 1

t2
> 0，故分子为正。所以

tan∠MBN < 0，即 ∠MBN 为钝角。 2. M, N 异支：不妨设 M 在右支上方 (t1 ∈ (0, 1))，N 在左支。

∠NMB 最大。利用双曲线两点式斜率 kMN =
√

3(t1t2 + 1)
t1 + t2

。

tan∠NMB = kBM − kMN

1 + kMN kBM

=
√

3
t1

−
√

3(t1t2+1)
t1+t2

1 + 3(t1t2+1)
t1(t1+t2)

.

– 11 –
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将 t1t2 = −1
2 代入分子：

分子 =
√

3
( 1

t1
− 1/2

t1 + t2

)
=

√
3(t1 + 2t2)

2t1(t1 + t2) .

代入分母：

分母 = 1 + 3/2
t1(t1 + t2) = 2t2

1 + 2t1t2 + 3
2t1(t1 + t2) = 2t2

1 − 1 + 3
2t1(t1 + t2) = 2(t2

1 + 1)
2t1(t1 + t2) .

两式相除得：

tan∠NMB =
√

3(t1 + 2t2)
2(t2

1 + 1) .

因 t1 + 2t2 = t2
1−1
t1
，由 M 在第一象限可得 t1 ∈ (0, 1)，从而 t2

1 − 1 < 0，因此 tan∠NMB < 0。即 ∠NMB 为

钝角，△BMN 不可能为锐角三角形。

– 12 –



第二章 三角换元法：中档进阶篇

2.1 形式参数与切线方程

本章难度相比于基础篇有显著提升，知识点依旧不变，但会加强对知识点的运用！

2.1.1 形式参数的应用

y 形形形式式式参参参数数数示示示例例例

例如，设椭圆上一点 A(2, 3) 对应的参数为 t0，椭圆：
x2

16 + y2

12 = 1. 我们可设A
(

4(1−t2
0)

1+t2
0

, 4
√

3 t0
1+t2

0

)
. 此时把 A

点代入这个参数坐标中，可得 t0 的具体值：t0 =
√

3
3 . 这对于斜率还是两点式都有简化计算的作用。（双曲线同

理！）

2.1.2 椭圆与双曲线的切线方程

y 椭椭椭圆圆圆切切切线线线方方方程程程

当点 M(x0, y0) 在椭圆 x2

a2 + y2

b2 = 1 上时，经过 M 作椭圆的切线，则该切线方程为

xx0

a2 + yy0

b2 = 1

2.1.3 两点式与取极限得到切线

y 椭椭椭圆圆圆两两两点点点式式式的的的极极极限限限切切切线线线

设椭圆参数式为A
(

a(1−t2
1)

1+t2
1

, 2bt1
1+t2

1

)
, B

(
a(1−t2

2)
1+t2

2
, 2bt2

1+t2
2

)
. 则弦 AB 的两点式可写为ℓAB : ay(t1+t2)−bx(t1t2−

1) = ab(t1t2 + 1). 不妨令 t1 = t2（让 AB 重合取极限），则：ℓAB : 2ayt1 − bx(t2
1 − 1) = ab(t2

1 + 1). 从而

ℓAB : y = b(t2
1 − 1)
2at1

x + b(t2
1 + 1)
2t1

(形式一).

又可等价写为
2t1

b(t2
1 + 1) y + 1 − t2

1
a(t2

1 + 1) x = 1.

由此定坐标（切线点为 A）可得

ℓAB : yyA

b2 + xxA

a2 = 1 (形式二).

注：双曲线同理！齐次齐型利用”两点式”取极限即可！
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2.2 中档题型演练

v 例例例题题题 6：：：2023年年年全全全国国国奥奥奥林林林匹匹匹克克克竞竞竞赛赛赛预预预赛赛赛（（（吉吉吉林林林赛赛赛区区区）））

题目：已知椭圆 M : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0) 经过点 P (−2, 0)，且其焦距为 2
√

3。

(1) 求椭圆 M 的方程；

(2) 如图，过点 Q(−2, −1) 作直线 ℓ 与椭圆 M 的下半部分相交于两个不同点 A, B，连接 PA, PB 并延长，

分别交直线 y = −1 于 C, D 两点，求证：|QC| + |QD| − |QC| · |QD| 为定值。

解：

x

y

y =−1

P

Q

A

B

CD

(1) 由已知得椭圆方程为 x2

4 + y2 = 1。

(2) 向右平移 a 个单位（取 a = 2），则 Q(0, −1)，P (0, 0)。
可设

A

(2(1 − t2
1)

1 + t2
1

+ 2,
2t1

1 + t2
1

)
=
( 4

1 + t2
1
,

2t1

1 + t2
1

)
,

同理

B

( 4
1 + t2

2
,

2t2

1 + t2
2

)
.

由 kAQ = kBQ 得 t1 + t2 = −2。又
kAP = t1

2 , kBP = t2

2 .

因此

ℓAP : y = t1

2 x, ℓBP : y = t2

2 x.

与 y = −1 交点满足
xC = − 2

t1
, xD = − 2

t2
.

从而
1

|QC|
+ 1

|QD|
= 1

|xC |
+ 1

|xD|
=
∣∣∣∣− t1 + t2

2

∣∣∣∣ = 1,

故

|QD| + |QC| − |QC| · |QD| = 0.

或直接代入：

|QC| + |QD| − |QC| · |QD| = |xC | + |xD| − |xCxD| =
∣∣∣∣−2(t1 + t2)

t1t2

∣∣∣∣−
∣∣∣∣ 4
t1t2

∣∣∣∣ = 0.

故 |QC| + |QD| − |QC| · |QD| = 0 为定值。

– 14 –
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� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

备注：其实也可以不平移，正常设

A

(2(1 − t2)
1 + t2 ,

2t

1 + t2

)
来操作！平移前后斜率、弦长均保持不变！
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v 例例例题题题 7：：：2024年年年全全全国国国甲甲甲卷卷卷

题目：已知椭圆 C : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0) 的右焦点为 F，点 M

(
1,

3
2

)
在 C 上，且 MF ⊥ x 轴。

(1) 求椭圆 C 的方程；

(2) 过点 P (4, 0) 的直线交 C 于 A, B 两点，N 为线段 FP 的中点，直线 NB 交直线 MF 于点 Q，证明：

AQ ⊥ y 轴。

解：

x

y

F

M

PN

A

B

Q

(1) 由已知得椭圆方程为 x2

4 + y2

3 = 1。

(2) 设

A

(
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2
√

3 t1

1 + t2
1

)
, B

(
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2
√

3 t2

1 + t2
2

)
, F (1, 0).

由题意 N

(5
2 , 0

)
。

弦 AB 的两点式：

ℓAB :
√

3 x(1 − t1t2) + 2y(t1 + t2) = 2
√

3(1 + t1t2).

代入 P (4, 0)，得 t1t2 = 1
3，从而 t2 = 1

3t1
。

此时 B 点坐标可改写为

B

(
2(9t2

1 − 1)
9t2

1 + 1 ,
6
√

3 t1

9t2
1 + 1

)
.

计算斜率：

kNB =

6
√

3 t1

9t2
1 + 1

2(9t2
1 − 1)

9t2
1 + 1 − 5

2

= 12
√

3 t1

−9(1 + t2
1) .

故

ℓNB : y = 12
√

3 t1

−9(1 + t2
1)

(
x − 5

2

)
.

易知 xQ = 1，代入解得

yQ = 12
√

3 t1

−9(1 + t2
1)

(
1 − 5

2

)
= 2

√
3 t1

1 + t2
1

= yA.

即 AQ ⊥ y 轴。
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v 例例例题题题 8：：：2019年年年全全全品品品学学学练练练考考考高高高中中中数数数学学学人人人教教教A版版版选选选修修修2-1

题目：已知椭圆 Γ : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0) 的右焦点为 F，过点 F 作 x 轴的垂线交椭圆 Γ 于点 P

(
1,

3
2

)
，

过点 P 作椭圆 Γ 的切线，交 x 轴于点 Q。

(1) 求点 Q 的坐标；

(2) 过点 Q 的直线（非 x 轴）交椭圆 Γ 于 A, B 两点，过点 A 作 x 轴的垂线与直线 BP 交于点 D，求证：

线段 AD 的中点在定直线上。

解：

x

y

F

P

Q

A

B

D
E

(1) 由题意得椭圆方程为 x2

4 + y2

3 = 1。

设

P

(
2(1 − t2

0)
1 + t2

0
,

2
√

3 t0

1 + t2
0

)
, M

(
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2
√

3 t1

1 + t2
1

)
, N

(
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2
√

3 t2

1 + t2
2

)
,

其中 t0 =
√

3
3 。

弦 MN 的两点式：

ℓMN : 2y(t1 + t2) −
√

3 x(t1t2 − 1) = 2
√

3(t1t2 + 1).

若让 MN 重合则为切线方程，令 t0 = t1 = t2，得

ℓt0 : 4yt0 −
√

3 x(t2
0 − 1) = 2

√
3(t2

0 + 1).

令 y = 0，得 x = 4，故 Q(4, 0)。

(2) 再设

A

(
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2
√

3 t1

1 + t2
1

)
, B

(
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2
√

3 t2

1 + t2
2

)
, P

(
2(1 − t2

0)
1 + t2

0
,

2
√

3 t0

1 + t2
0

)
, t0 =

√
3

3 ,

且 Q(4, 0)。

由 kAQ = kBQ，得 t1t2 = 1
3。

直线 BP 的方程：

ℓBP : 2y

(
t2 +

√
3

3

)
− x(t2 −

√
3) = 2(t2 +

√
3).

令 x = xA（即 A 的横坐标），得

yD = −
6
(

t2 +
√

3 t2
1

)
3t2 +

√
3 + t1 +

√
3t2

1
.

– 17 –
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取 AD 中点为 E，则

yE = yD + yA

2 =
1
t1

+ 3
√

3 t2
1

1
t1

+
√

3 + t1 +
√

3t2
1

+
√

3 t1

1 + t2
1

= 1 + 3
√

3 t3
1

(1 + t2
1)(

√
3t1 + 1)

+
√

3t1

1 + t2
1

= 3
√

3 t3
1 + 3t2

1 +
√

3t1 + 1
(1 + t2

1)(
√

3t1 + 1)
= (3t2

1 + 1)(
√

3t1 + 1)
(1 + t2

1)(
√

3t1 + 1)

= 3t2
1 + 1

1 + t2
1

.

又 xE = xA = 2(1 − t2
1)

1 + t2
1
，故

x = 2(1 − t2
1)

1 + t2
1

⇒ t2
1 = 2 − x

x + 2 带入 y = 3t2
1 + 1

1 + t2
1

⇒ y = −1
2x + 2.

故定直线为：y = −1
2x + 2。

– 18 –
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v 例例例题题题 9：：：2026届届届南南南京京京七七七校校校联联联考考考

题目：已知椭圆 C : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0) 的左、右顶点分别为 M、N，且椭圆 C 过点

(
1,

2
√

3
3

)
，离心

率为

√
3

3 。

(1) 求椭圆 C 的方程；

(2) 已知椭圆 C 具有性质：椭圆 C 上任一点 T (x0, y0) 处的切线方程为 x0x

a2 + y0y

b2 = 1，试运用该性质解决
以下问题：过动点 P (3, m) 作椭圆 C 的两条切线，切点分别为 A、B，A 在 x 轴上方。

(i) 设直线 AM 与直线 BN 的斜率分别为 k1, k2，求证：
k1

k2
为定值；

(ii) 若 m = 2
√

3，过点 P 作直线 l 交椭圆 C 于 D，E 两点，过 D 作 PA 的平行线交 AB 于点 G，延

长 DG 至点 F，使得 DG = GF。求证：A、E、F 三点共线。

解：

x

y

M N

PA

B

第二问题图

x

y

P

A

B

D

E

GF

第三问题图

(1) 由已知得椭圆方程为 x2

3 + y2

2 = 1。

(2) 直线 AB：

ℓAB : x + my

2 = 1.

令 y = 0，得 x = 1，过 K(1, 0)。
设

A

(√
3(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2
√

2 t1

1 + t2
1

)
, B

(√
3(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2
√

2 t2

1 + t2
2

)
.

记左右顶点 M(−
√

3, 0)，N(
√

3, 0)。
由 kKA = kKB 得：

t1t2 = −(2 −
√

3).

且：
kAM

kBN

= −t1t2 = 2 −
√

3.

(3) 由题意 m = 2
√

3，故
ℓAB : x +

√
3y = 1.

可设

A

(√
3(1 − t2

0)
1 + t2

0
,

2
√

2 t0

1 + t2
0

)
=
(

−1,
2
√

3
3

)
,

– 19 –
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以及

D

(√
3(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2
√

2 t1

1 + t2
1

)
, E

(√
3(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2
√

2 t2

1 + t2
2

)
,

其中

t0 =
√

3 + 1√
2

.

联立直线

ℓDF : y = 1√
3

(x − xD) + yD, ℓAB : y = − 1√
3

x + 1√
3

,

得

xG = t2
1(

√
3 − 3) − 6

√
2 t1 + 3 +

√
3

2
√

3(1 + t2
1)

.

由 |GD| = |GF |，G 为 DF 的中点，故

xF = 2xG − xD = t2
1 − 2

√
6 t1 + 1

1 + t2
1

, yF = t2
1(1 +

√
3) + 1 −

√
3√

3(1 + t2
1)

.

计算斜率：

kAE =
√

2(t2t0 − 1)√
3(t2 + t0)

=
√

2√
3

· (
√

3 + 1)t2 −
√

2
(
√

3 + 1) +
√

2t2
,

以及

kAF = t2
1(1 −

√
3) + 1 +

√
3

−2
√

3t2
1 + 6

√
2t1 − 2

√
3

=
(
√

3 − 1)
(

t1 +
√

6+
√

2
2

)
2
√

3
(

t1 −
√

6−
√

2
2

) .

要证 kAE = kAF 等价于

2(t1 + t2) + t1t2(
√

6 −
√

2) +
√

6 +
√

2
−4(t1 + t2) + 2t1t2(

√
6 +

√
2) + 2(

√
6 −

√
2)

= 1 ( 1⃝).

又由 kDP = kEP 得：

6(t1 + t2) = t1t2(
√

6 + 3
√

2) +
√

6 − 3
√

2 ( 2⃝).

把 ( 2⃝) 代入 ( 1⃝) 式中，显然成立，故 A, F, E 共线。
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v 例例例题题题 10：：：2025年年年武武武汉汉汉二二二月月月调调调研研研

题目：双曲线 E : x2

a2 − y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0) 的一个顶点在直线 ℓ : y = x + 1 上，且其离心率为
√

5。

(1) 求双曲线 E 的标准方程；

(2) 若一条直线与双曲线恰有一个公共点，且该直线与双曲线的渐近线不平行，则定义该直线为双曲线的切
线，定义该公共点为切线的切点。已知点 T 在直线 ℓ 上，且过点 T 恰好可作双曲线 E 的两条切线，设

这两条切线的切点分别为 P 和 M。设直线 TP 和直线 TM 分别与直线 x = −1 交于点 Q 和点 N，证

明：直线 PN 和直线 MQ 的交点在定直线上。

附：双曲线
x2

a2 − y2

b2 = 1 以点 (m, n) 为切点的切线方程为 m

a2 x − n

b2 y = 1。

解：

x

y

ℓ

x = −1

T

P

M

W

N

Q
A

(1) E : x2 − y2

4 = 1。

(2) 设切点参数

P

(1 + t2
1

1 − t2
1
,

4t1

1 − t2
1

)
, M

(1 + t2
2

1 − t2
2
,

4t2

1 − t2
2

)
.

由切线定义，切点弦 PM 方程为 xT x − yT y

4 = 1。又 yT = xT + 1，代入整理得 xT (4x − y) − (y + 4) = 0，
可知弦 PM 过定点 W (−1, −4)。
又由弦方程可知：ℓP M : 2x(1+t1t2)−y(t1+t2) = 2(1−t1t2),代入点W (−1, −4)得−2(1+t1t2)+4(t1+t2) =
2(1 − t1t2)，化简得 t1 + t2 = 1。由切线方程：

ℓP T : (1 + t2
1)x − t1y = 1 − t2

1, ℓT M : (1 + t2
2)x − t2y = 1 − t2

2.

令 x = −1，得
Q

(
−1, − 2

t1

)
, N

(
−1, − 2

t2

)
.

由于 P, N 坐标已知，可得直线方程：

ℓP N : (t2
1 − 2t1t2 − 1)x + t2y = −t2

1 + 2t1t2 − 1 ( 1⃝)
ℓMQ : (t2

2 − 2t1t2 − 1)x + t1y = −t2
2 + 2t1t2 − 1 ( 2⃝)

由 ( 1⃝)−( 2⃝)，得
(t2

1 − t2
2)x + (t2 − t1)y = −(t2

1 − t2
2).

两边约去 (t1 − t2)并代入 t1 + t2 = 1，整理得x − y + 1 = 0从而 ℓP N 与 ℓMQ 交点在定直线 y = x + 1上。
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v 例例例题题题 11：：：2025年年年长长长沙沙沙适适适应应应性性性考考考试试试

题目：已知椭圆 C : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0) 的左顶点为 A，焦距为 2
√

3，且离心率为
√

3
2 。

(1) 求椭圆 C 的方程；

(2) 直线 ℓ 与椭圆 C 交于 M, N 两点，点 P 为 △AMN 的外心。

(i) 若 △AMN 为等边三角形，求点 P 的坐标；

(ii) 若点 P 在直线 x = −1
3 上，求点 A 到直线 ℓ 的距离的取值范围。

解：

x

yx = − 1
3

A
P

M

N

(1) 由已知得椭圆方程为 x2

4 + y2 = 1。

(2) (i) 可设

M

(2(1 − t2
1)

1 + t2
1

,
2t1

1 + t2
1

)
, N

(2(1 − t2
2)

1 + t2
2

,
2t2

1 + t2
2

)
, A(−2, 0).

由椭圆的对称性：

kAM = t1

2 =
√

3
3 ⇒ t1 = 2

√
3

3 ⇒ M

(
−2

7 ,
4
√

3
7

)
.

同理

N

(
−2

7 , −4
√

3
7

)
.

由外心性质

xP = xM + xN + xA

3 = −6
7 , yP = yM + yN + yA

3 = 0,

故 P

(
−6

7 , 0
)
。

(ii) 设 P

(
−1

3 , yp

)
。

由题意 |AP | = |PM |，列式：√(
2 − 1

3

)2

+ y2
p =

√[2(1 − t2
1)

1 + t2
1

+ 1
3

]2

+
[ 2t1

1 + t2
1

− yp

]2

.

可得：

yp = 2 − 7t2
1

3t1(1 + t2
1) .

同理

yp = 2 − 7t2
2

3t2(1 + t2
2) .

联立可得：

7t2
1t2

2 − 9t1t2 − 2(t2
1 + t2

2) − 2 = 0.

– 22 –
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当 t1t2 > 0 时：
7(t1t2)2 − 13t1t2 − 2 ≥ 0 ⇒ (7t1t2 + 1)(t1t2 − 2) ≥ 0,

故 t1t2 ≥ 2。当且仅当 t1 = t2 时等号成立，此时 M 与 N 重合，故两点不同则 t1t2 > 2。
当 t1t2 < 0 时：

7(t1t2)2 − 5t1t2 − 2 ≥ 0 ⇒ (7t1t2 + 2)(t1t2 − 1) ≥ 0,

故 t1t2 ≤ −2
7。当且仅当 t1 = −t2 时等号成立。

综上：

t1t2 ∈ (−∞, − 2
7 ] ∪ (2, +∞), 且由 yp = yp ⇒ 4(t1 + t2)2 = 2

(
7t2

1t2
2 − 5t1t2 − 2

)
.

直线 MN 的两点式：

ℓMN : 2y(t1 + t2) − x(t1t2 − 1) = 2(t1t2 + 1).

则点 A 到直线 ℓMN 的距离：

dA→ℓMN
=
∣∣ 2(1 − t1t2) + 2(t1t2 + 1)

∣∣√
(1 − t1t2)2 + 4(t1 + t2)2

= 4√
15t2

1t2
2 − 12t1t2 − 3

= 4√
15
(
t1t2 − 6

15
)2 − 27

5

≤ 28
9 .

当且仅当 t1t2 = −2
7 时等号成立。

综上：dA→ℓMN
∈
(

0,
28
9

]
。

� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

其实除了利用 |AP | = |PM | 以及 |AP | = |PN |，还可利用 ℓAM 与 ℓAN 的垂直平分线过 P 点，以及：

1. 当 t1t2 > 0 时，t2
1 + t2

2 ≥ 2t1t2；

2. 当 t1t2 < 0 时，t2
1 + t2

2 ≥ −2t1t2。
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第三章 统一变量与参数范围

3.1 统一变量

[ 统统统一一一变变变量量量方方方法法法

在上一章中有利用到统一变量的思想，不知读者是否有所印象。

○ 椭圆情形

对于椭圆上 A, B 两点：

A

(
a(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2bt1

1 + t2
1

)
, B

(
a(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2bt2

1 + t2
2

)
.

可以看出，有两个变量 t1 与 t2。若直线 AB 过 T (x0, 0)，则代入两点式可得

t1t2 = x0 − a

x0 + a
.

此时就有了 t1 与 t2 的关系。同样，对于不同题型，尝试找到变量之间的关系即可！

还是以刚刚过 T (x0, 0) 为例：
t1t2 = x0 − a

x0 + a
⇒ t1 = x0 − a

(x0 + a)t2
.

代入 A 点坐标，可写成（变量统一）：

A

(
a

y2 − x2

y2 + x2 ,
2bxy

y2 + x2

)
,

x = x0 − a,

y = (x0 + a)t2.

至此便完成了坐标之间的变量统一！

○ 双曲线情形

同样地，对于双曲线也可以得

A

(
a

y2 + x2

y2 − x2 ,
2bxy

y2 − x2

)
.

注意：双曲线的 x, y 由两点式代入 T (x0, 0)，请勿再搞混双曲线与椭圆的 x, y。总的来说，思路完全一样！

. 注意

该方法的确通用、万能，但有时并不是最优解（计算量过大）！

3.2 t 的范围问题

[ 参参参数数数 t 的的的范范范围围围问问问题题题

想必在第一章中最后一题有人不理解为什么 t1 ∈ (0, 1), t2 ∈ (−1, 0)。我们现在来简单讨论：

○ 椭圆

在椭圆中：
x2

a2 + y2

b2 = 1, A

(
a(1 − t2)

1 + t2 ,
2bt

1 + t2

)
,

其中 t 在控制 A 点的位置。

例如 a = 2, b =
√

3, t =
√

3
3 ，此时 A

(
1,

√
3

2

)
。

A 点常常为动点。那为什么 t 不是确定？此时便有了 t 在椭圆上的运动图。
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也易推得，若 A 在第一象限：xA > 0, yA > 0，解得 t ∈ (0, 1)。别的象限同理。

○ 双曲线

而在双曲线中：
x2

a2 − y2

b2 = 1,

也有相应的运动图。推导思路一样。

x

y

0

1

−1

+∞
−∞

椭圆 t 值分布

x

y

0

1

−1

−1

1

−∞

+∞

双曲线 t 值分布

现在若回到那道题 M 在 x 轴上方且 M 在右支上，由此图可知 t ∈ (0, 1)，一眼便知！

� 用处

此知识点在面对 t 的取值问题、求范围问题都会涉及，也是让三角换元走向严谨的重要一步！
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3.3 综合应用例题

v 例例例题题题 12：：：2025年年年高高高考考考核核核动动动力力力高高高中中中数数数学学学全全全册册册课课课标标标版版版
题目：我们约定，如果一个椭圆的长轴和短轴分别是另一条双曲线的实轴和虚轴，则称它们互为”姊妹”圆锥曲
线。已知椭圆

C1 : x2

4 + y2

b2 = 1 (0 < b < 2),

双曲线 C2 是椭圆 C1 的”姊妹”圆锥曲线， e1, e2 分别为 C1, C2 的离心率，且 e1e2 =
√

15
4 ，点 M, N 分别为椭

圆 C1 的左、右顶点。

(1) 求双曲线 C2 的方程；

(2) 设过点 G(4, 0) 的动直线 l 交双曲线 C2 右支于 A, B 两点，若直线 AM、BN 的斜率分别为 kAM , kBN。

(i) 试探究 kAM

kBN

是否为定值；

(ii) 求 w = k2
AM + 2

3kBN 的取值范围。

解：

x

y

M N G

A

B

(1) 由”姊妹”关系可知 C2 的实轴为 2a = 4（即 a = 2），虚轴为 2b。椭圆 C1 的离心率

e1 =
√

1 − b2

4 ,

双曲线

C2 : x2

4 − y2

b2 = 1

的离心率

e2 =
√

1 + b2

4 .

于是

e1e2 =
√(

1 − b2

4

)(
1 + b2

4

)
=
√

1 − b4

16 =
√

15
4 .

两边平方得 1 − b4

16 = 15
16，故 b4 = 1，结合 b > 0 得 b = 1。因此

C2 : x2

4 − y2 = 1.

(2) 设

A

(2(1 + t2
1)

1 − t2
1

,
2t1

1 − t2
1

)
, B

(2(1 + t2
2)

1 − t2
2

,
2t2

1 − t2
2

)
,

且

M(−2, 0), N(2, 0), G(4, 0).
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有

kAM = t1

2 , kBN = 1
2t2

.

由 kAG = kBG 可得

t1t2 = −1
3 .

(i)
kAM

kBN

= t1t2 = −1
3 ,

为定值。

(ii) 由题（1 − t2
1 > 0, 1 − t2

2 > 0）得 t1, t2 ∈ (−1, 1)，从而

kAM ∈
(

−1
2 ,

1
2

)
, kBN ∈

(
−∞, −1

2

)
∪
(1

2 , +∞
)

.

又由 t1t2 = −1
3 得

kBN = −3kAM ⇒ kAM ∈
(

−∞, −1
6

)
∪
(1

6 , +∞
)

.

综合可得

kAM ∈
(

−1
2 , −1

6

)
∪
(1

6 ,
1
2

)
.

并且

w = k2
AM + 2

3kBN = k2
AM − 2kAM .

故

w ∈
(

−3
4 , −11

36

)
∪
(13

36 ,
5
4

)
.
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v 例例例题题题 13：：：2024年年年江江江苏苏苏镇镇镇江江江高高高二二二期期期末末末
题目：（本小题满分 17 分）［江苏镇江 2024 高二期中］
已知双曲线

E : x2

3 − y2 = 1

的左、右顶点分别为 A1, A2。

过原点的直线与双曲线 E 相交于 C, D 两点（C 在 x 轴的上方），直线 A2C、A2D 与圆 x2 + y2 = 3 分别交于
点 M, N，直线 CD 与直线 MN 的斜率分别为 k1, k2，求 k1 + k2 的值。

解：

x

y

A1 A2

C

D
M

N

设

C

(√
3(1 + t2

1)
1 − t2

1
,

2t1

1 − t2
1

)
, D

(
−

√
3(1 + t2

1)
1 − t2

1
, − 2t1

1 − t2
1

)
,

N

(√
3(1 − t2

2)
1 + t2

2
,
2
√

3t2

1 + t2
2

)
, M

(√
3(1 − t2

3)
1 + t2

3
,
2
√

3t3

1 + t2
3

)
, A2(

√
3, 0).

由 A2, N, D 三点共线（kA2N = kA2D）得

t2 = −
√

3
t1

.

同理 A2, M, C 共线得

t3 = −
√

3 t1.

则

N

(√
3(t2

1 − 3)
t2
1 + 3 , − 6t1

t2
1 + 3

)
, M

(√
3(1 − 3t2

1)
1 + 3t2

1
, − 6t1

1 + 3t2
1

)
.

此时

kCD = 2t1√
3(1 + t2

1)
, kNM = − 2t1√

3(1 + t2
1)

.

故

k1 + k2 = kCD + kNM = 0.

– 28 –



[ 三三三角角角之之之道道道 西门秋雪履千山客仙瞳

v 例例例题题题 14：：：第第第一一一届届届圆圆圆梦梦梦杯杯杯
题目：（12 分）
已知椭圆

C : x2

4 + y2

3 = 1

的左顶点为 A，右焦点为 F，过点 T (4, 0) 的直线 l 交 C 于 M, N 两点，其中 M 在第二象限。

设线段MF 交半径为 1的圆 ⊙F 于点 G，直线 TG与 AM 交于点 R，若直线 AM, NR的斜率之比为 −23 : 1，
求 |MG|。

解：

x

y

A F T

M

NGR

设

M

(
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,
2
√

3 t1

1 + t2
1

)
, N

(
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,
2
√

3 t2

1 + t2
2

)
,

F (1, 0), A(−2, 0).

则

kAM =
√

3
2 t1.

圆 ⊙F：

(x − 1)2 + y2 = 1

可设

G(cos θ + 1, sin θ) =
( 2

1 + t2
3
,

2t3

1 + t2
3

)
.

三点共线（kMF = kGF）得

3t3t2
1 + t1(−

√
3t2

3 +
√

3) − t3 = 0,

化简为

(
√

3 t1 − t3)(
√

3 t1t3 + 1) = 0.

由题意 M 在第二象限可得 t1 > 1,G在第一象限,则t3大于0,且
√

3 t1t3 + 1 ̸= 0，故
√

3 t1 − t3 = 0 ⇒ t3 =
√

3 t1.

于是

G

(
2

1 + 3t2
1
,

2
√

3 t1

1 + 3t2
1

)
, kT G = −

√
3 t1

1 + 6t2
1
.

两直线

lAM : y =
√

3 t1

2 (x + 2), lT G : y = −
√

3 t1

1 + 6t2
1
(x − 4)

交于

R

(
2 − 4t2

1
1 + 2t2

1
,

2
√

3 t1

1 + 2t2
1

)
.
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又弦 MN 的方程（以 t1, t2 表示）为

lMN : 2y(t1 + t2) −
√

3 x(t1t2 − 1) = 2
√

3 (t1t2 + 1),

且其过点 (4, 0)，故
t1t2 = 1

3 ⇒ t2 = 1
3t1

.

引入统一变量（取 x = 1, y = 3t1）：

N

(
2(y2 − x2)

y2 + x2 ,
2
√

3 xy

y2 + x2

)
=
(

2(9t2
1 − 1)

9t2
1 + 1 ,

6
√

3 t1

9t2
1 + 1

)
.

此时

kNR = 2
√

3 t1 − 3
√

3 t3
1

36t4
1 − 2 .

由题意”斜率之比为 −23 : 1”（即 kAM = −23kNR）可化为

6t4
1 − 23t2

1 + 15 = 0,

解得

t2
1 = 3 或 t2

1 = 5
6 (舍，不在 t1 范围).

故 t1 =
√

3，从而
M

(
−1,

3
2

)
.

于是

|MF | =

√
(1 − (−1))2 +

(
0 − 3

2

)2

=
√

4 + 9
4 = 5

2 .

由于 G 为线段 MF 与半径为 1 的圆 ⊙F 的交点，

|MG| = |MF | − 1 = 5
2 − 1 = 3

2 .
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第四章 定点问题与对比系数法

4.1 圆锥曲线定点问题的常见出题方式

在圆锥曲线定点问题中，通常情况下，有两种出题方式：

1. 围绕轴点、非轴点构成的约束直线，最后求曲线上一条弦过定点。

2. 可能还会有轴点、非轴点，甚至给定特殊的直线等情况；最后求”一点在曲线上，一点在直线上”或其他组合，完
全不满足”两点均在曲线上”。

4.2 两类问题的思路与示例

4.2.1 两类思路

� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

解题思路：

• 第一种情况：利用两点式得到 t 之间的关系，再带入两点式中即可

• 第二种情况：无脑通法——统一变量，再利用斜率相同即可

4.2.2 示例：先猜定点在坐标轴上

C
(2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2
√

5 t2

1 + t2
2

)
, D

(9 − 5t2
2

9 + 5t2
2
,

6
√

5 t2

9 + 5t2
2

)
.

易猜 lCD 过 G(x0, 0)。由斜率相等 kCG = kDG 得

2
√

5 t2

2 − 2t2
2 − x0(1 + t2

2) = 6
√

5 t2

9 − 5t2
2 − x0(9 + 5t2

2) .

y 计计计算算算验验验证证证（（（化化化简简简因因因式式式）））

对上式交叉相乘并约去公共因子，可化为

(t2
2 + 3)(2x0 − 1) = 0.

由于 t2 为变量，故只能取 2x0 − 1 = 0，得到

x0 = 1
2 , G

(1
2 , 0

)
.

4.2.3 若看不出定点：设一般点 (x0, y0)
若看不出来定点，我们可设定点 G(x0, y0)。由 kCG = kDG 得

2
√

5 t2 − y0(1 + t2
2)

2 − 2t2
2 − x0(1 + t2

2) = 6
√

5 t2 − y0(9 + 5t2
2)

9 − 5t2
2 − x0(9 + 5t2

2) .
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y 对对对比比比系系系数数数思思思想想想

对比 t2
2 项系数可得：

−y0

−2 − x0
= −5y0

−5 − 5x0
=⇒ y0 = 0.

同理对比常数项也推出 y0 = 0。但对比 t2 项会出现

2
√

5
0 = 6

√
5

0 ,

显然无法对比，因此此时应回到 G(x0, 0) 的情形再按上节方法处理。如果直线过非轴点，可由t2平方项系数、

t2项系数、常数项构成三连恒等式，来求解x0、y0即可

4.3 对比系数原理

y 对对对比比比系系系数数数原原原理理理

对于 ∀ t2，若恒有
mt2 − 5
nt2 − 7 = k (k 为定值),

则

mt2 − 5 = k(nt2 − 7) =⇒ t2(m − kn) = 5 − 7k.

因为 t2 为任意值时该等式恒成立，所以必须

m − kn = 0, 5 − 7k = 0 =⇒ m

n
= k = 5

7 .

同样地，对于
at2

2 + bt2 + c

dt2
2 + et2 + f

= gt2
2 + ht2 + i

jt2
2 + kt2 + l

,

对比各次幂的系数：

t2
2 的系数：

a

d
= g

j

t2 的系数：
b

e
= h

k

常数：
c

f
= i

l
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4.4 综合例题演练

v 例例例题题题 15：：：网网网络络络原原原创创创试试试题题题
题目：已知椭圆

Γ : x2

8 + y2

4 = 1,

过点 P (2, 1) 的直线 l 与椭圆 Γ 相交于 A, B 两点。点 Q(2, 2)，直线 QA 与椭圆 Γ 的另一个交点为 C。证明：

直线 BC 过定点。

证明：

x

y

P

Q

A

B
C

(4, 0)

对椭圆
x2

8 + y2

4 = 1，取参数

A
(2

√
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

4t1

1 + t2
1

)
, B

(2
√

2(1 − t2
2)

1 + t2
2

,
4t2

1 + t2
2

)
, C

(2
√

2(1 − t2
3)

1 + t2
3

,
4t3

1 + t2
3

)
.

两点参数弦 lAB 可写为

lAB : 2
√

2 y(t1 + t2) − 2x(t1t2 − 1) = 4
√

2 (t1t2 + 1).

又因 P (2, 1) ∈ lAB，代入整理得

t1
[√

2 − 2(
√

2 + 1)t2
]

= 2(
√

2 − 1) −
√

2 t2. (1)

同理，Q(2, 2) ∈ lAC，可得

t1
[√

2 − (
√

2 + 1)t3
]

=
√

2 − 1 −
√

2 t3. (2)

由(1)解出 t1 并代入(2)，可推出
t2t3 = 3 − 2

√
2. (3)

弦 BC 的方程同型为

lBC : 2
√

2 y(t2 + t3) − 2x(t2t3 − 1) = 4
√

2 (t2t3 + 1).

令 (x, y) = (4, 0) 代入，有
−8(t2t3 − 1) = 4

√
2 (t2t3 + 1),

解得 t2t3 = 2 −
√

2
2 +

√
2

= 3 − 2
√

2，与(3)一致，故

(4, 0) ∈ BC,

即直线 BC 过定点 (4, 0)。
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v 例例例题题题 16：：：2024年年年深深深圳圳圳高高高二二二调调调研研研

题目：已知椭圆 E : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0) 的焦距为 2
√

3，直线 l : y = kx + 1 过点 M(1, 1
2)，且与椭圆 E

相交于 P, Q 两点， M 是线段 PQ 的中点，O 为坐标原点。

(1) 求椭圆 E 的方程；

(2) 若梯形 ABCD 的顶点都在椭圆 E 上，且 AB ∥ CD，对角线 AC 和 BD 交于点 M，线段 AB, CD 的中

点分别为 G, H。

(i) 证明：G, H, O, M 四点共线；

(ii) 探究直线 AD 与直线 BC 的交点是否为定点；若是，求出该定点并证明；若不是，说明理由。

解：

x

y

A

B

C

D

M

G

H

O

T

(1) 曲线方程
x2

4 + y2 = 1

(2) (i) 共线证明
由 AB ∥ CD，设 B⃗M = λM⃗D，A⃗M = λM⃗C。

则有：

M⃗A + M⃗B = 2M⃗G = −λ(M⃗D + M⃗C) = −2λM⃗H =⇒ M, G, H 共线

又由椭圆“第三定义”：

kAB · kOG = −1
4 , kCD · kOH = −1

4 =⇒ O, G, H 共线

综上所述：G, H, O, M 四点共线。

(ii) 定点求解
先设点坐标（参数化）：

A

(2(1 − t2
1)

1 + t2
1

,
2t1

1 + t2
1

)
, B

(2(1 − t2
2)

1 + t2
2

,
2t2

1 + t2
2

)

C

(2(1 − t2
3)

1 + t2
3

,
2t3

1 + t2
3

)
, D

(2(1 − t2
4)

1 + t2
4

,
2t4

1 + t2
4

)
由题意 M(1, 1

2)，由 kAM = kCM 推导得出：

t1 + t3 = 3t1t3 + 1 — 1⃝

又有 kOG = kOM = 1
2。根据 kAB · kOG = − 1

4 得：

kAB = t1t2 − 1
2(t1 + t2) = −1

2
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由此化简得出：

t1t2 + t1 + t2 = 1 — 2⃝

联立 1⃝ 2⃝ 消去 t1 得：

t2 + t3 = 2t2t3 — 3⃝

可设直线 BC 上的定点为 T (2x0, x0)。由 kBT = kCT 可求得：

x0 = t2t3 + 1
t2 + t3 − t2t3 + 1

将 3⃝ 代入 x0 的表达式中：

x0 = t2t3 + 1
2t2t3 − t2t3 + 1 = t2t3 + 1

t2t3 + 1 = 1

故直线 BC 恒过定点 T (2, 1)。
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v 例例例题题题 17：：：2024年年年武武武汉汉汉二二二月月月调调调研研研

题目：已知双曲线 E : x2

a2 − y2

b2 = 1 的左、右焦点分别为 F1, F2，其右准线为 l : x = a2

c
。点 F2 到直线 l 的距

离为
3
2. 过点 F2 的动直线交双曲线 E 于 A, B 两点；当直线 AB 与 x 轴垂直时，|AB| = 6.

(1) 求双曲线 E 的标准方程；

(2) 设直线 AF1 与直线 l 的交点为 P，求证：直线 PB 过定点。

解：

x

y

F1 F2

l
A

B

P

T

(1) 由题设右准线 x = a2

c
、右焦点 F2 = (c, 0)，且

dF2,l =
∣∣∣c − a2

c

∣∣∣ = 3
2 .

则

2 − a2

2 = 3
2 =⇒ a2 = 1, b2 = c2 − a2 = 4 − 1 = 3.

故双曲线方程为 E : x2 − y2

3 = 1。

(2) 对双曲线 x2 − y2

3 = 1 取参数

A
(1 + t2

1
1 − t2

1
,
2
√

3 t1

1 − t2
1

)
, B

(1 + t2
2

1 − t2
2
,
2
√

3 t2

1 − t2
2

)
, F2 = (2, 0), F1 = (−2, 0).

因 A, B, F2 共线，kAF2 = kBF2，可得

t1t2 = −1
3 . (*)

由(*)将 B 统一用 t1 表示：

B
(9t2

1 + 1
9t2

1 − 1 ,
−6

√
3 t1

9t2
1 − 1

)
.

又

kAF1 = 2
√

3 t1

3 − t2
1

,

故直线 AF1 可写为

lAF1 : y = 2
√

3 t1

3 − t2
1

(x + 2).
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与右准线 l : x = a2

c
= 1

2 交于

P
(1

2 ,
5
√

3 t1

3 − t2
1

)
.

若可看出 lBP 过 T (x0, 0)，则由 kP T = kBT：

5
√

3 t1
3−t2

1
1
2 − x0

=
− 6

√
3 t1

9t2
1−1

9t2
1+1

9t2
1−1 − x0

.

化简得

14(3t2
1 + 1) = 13x0(3t2

1 + 1) =⇒ x0 = 14
13 .

故直线 PB 过定点 T
(14

13 , 0
)
。

� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

对比系数法的补充说明：

若看不出定点，设 T (x0, y0)，由 kP T = kBT 得到关于 t1 的恒等式；对比 t2
1 项与常数项可推出 y0 = 0，再回

到上式即可求得 x0 = 14
13.

这种方法适用于所有定点问题，是三角换元法在定点问题中的核心技巧。
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第五章 面积问题与中点参数化

5.1 中点问题的参数化表示（椭圆/双曲线）

[ 中中中点点点问问问题题题的的的参参参数数数化化化表表表示示示

对于中点问题，是考试中常出现的类型；在解析几何（乃至立体几何的坐标化）中也可以用参数表示出来，从

而更方便地处理”取中点”等运算。此处仅作为中点参数坐标的结论添加，具体应用移步至同构三角章节，那里
才能发挥其真正的威力。

○ 椭圆的情形

在椭圆E : x2

a2 + y2

b2 = 1上取两点:

A

(
a(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2bt1

1 + t2
1

)
, B

(
a(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2bt2

1 + t2
2

)
,

取线段 AB 的中点为 M，则

xM = xA + xB

2 =
a
[
(1 − t2

1)(1 + t2
2) + (1 − t2

2)(1 + t2
1)
]

2(1 + t2
1)(1 + t2

2) = a(1 − t2
1t2

2)
(1 + t2

1)(1 + t2
2) ,

yM = yA + yB

2 =
b
[
t1(1 + t2

2) + t2(1 + t2
1)
]

(1 + t2
1)(1 + t2

2) = b(t1 + t2)(1 + t1t2)
(1 + t2

1)(1 + t2
2) .

注意到

(1 − t2
1)(1 + t2

2) = 1 + t2
2 − t2

1 − t2
1t2

2, (1 − t2
2)(1 + t2

1) = 1 + t2
1 − t2

2 − t2
1t2

2,

两者的结构非常相似，仅仅是将下标 1, 2 互换而已；在后续推导中，遇到类似表达式时可以利用这种”互换结
构”来减少重复计算。
并且

(1 + t2
1)(1 + t2

2) = 1 + t2
1 + t2

2 + t2
1t2

2 = (t1t2 − 1)2 + (t1 + t2)2.

因此中点 M 可写成

M

(
a(1 − t2

1t2
2)

(t1t2 − 1)2 + (t1 + t2)2 ,
b(t1 + t2)(1 + t1t2)

(t1t2 − 1)2 + (t1 + t2)2

)
.

○ 双曲线的情形

同理，在双曲线

C : x2

a2 − y2

b2 = 1

上取两点

A

(
a(1 + t2

1)
1 − t2

1
,

2bt1

1 − t2
1

)
, B

(
a(1 + t2

2)
1 − t2

2
,

2bt2

1 − t2
2

)
,

取 AB 的中点为 M。注意

(1 − t2
1)(1 − t2

2) = 1 − t2
1 − t2

2 + t2
1t2

2 = (t1t2 + 1)2 − (t1 + t2)2,

从而可得到

M

(
a(1 − t2

1t2
2)

(t1t2 + 1)2 − (t1 + t2)2 ,
b(t1 + t2)(1 − t1t2)

(t1t2 + 1)2 − (t1 + t2)2

)
.

这里仅补充中点结论公式，搭配同构三角，使用效果更佳。
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5.2 面积问题：叉乘面积法（坐标化）

[ 叉叉叉乘乘乘面面面积积积法法法

对于面积问题，通常都要把几何量转化为坐标、向量来处理。最简便的办法之一是叉乘面积法，但在考试中往

往需要给出证明。

y 证明（以 O(0, 0) 为例）
设

A(x1, y1), B(x2, y2), O(0, 0).

三角形面积

S△AOB = 1
2 |AB| · dO→AB.

其中

|AB| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

直线 AB 的点斜式等价于

(y − y1)(x2 − x1) = (x − x1)(y2 − y1),

可写为一般式

(y2 − y1)x − (x2 − x1)y + x2y1 − x1y2 = 0.

因此原点到直线 AB 的距离为

dO→AB = |x2y1 − x1y2|√
(y2 − y1)2 + (x2 − x1)2

.

代回得

S△AOB = 1
2

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 · |x2y1 − x1y2|√

(y2 − y1)2 + (x2 − x1)2
= 1

2 |x1y2 − x2y1|.

证明完毕。

¬ 使用方式

向量形式更直接：

S△AOB = 1
2

∣∣∣−→
OA ×

−−→
OB

∣∣∣ , −→
OA = (x1, y1), −−→

OB = (x2, y2),

−→
OA ×

−−→
OB = x1y2 − y1x2 = x1y2 − x2y1.

若把原点换为任意点 O(x0, y0)，只需将坐标做平移：

−→
OA = (x1 − x0, y1 − y0), −−→

OB = (x2 − x0, y2 − y0),

后续操作一致。

但对于高中生来说，面积问题最好都用水平宽铅垂高来解决，毕竟你也不希望在考场上还要再证一遍向量叉乘

公式。而我们有 t1t2 的值，就可以求出直线定点，然后用水平铅垂求解面积，化简操作与叉乘类似。
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5.3 综合例题演练

v 例例例题题题 18：：：2024年年年全全全国国国一一一卷卷卷

题目：已知 A(0, 3) 和 P
(
3, 3

2
)
为椭圆 C : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0) 上两点。

(1) 求 C 的离心率；

(2) 若过 P 的直线 l 交 C 于另一点 B，且 △ABP 的面积为 9，求 l 的方程。

解：

x

y

A

P

B

B′

(1) 由 A(0, 3) 知 b = 3。将 P
(
3, 3

2
)
代入椭圆方程：

9
a2 + 9/4

9 = 1 =⇒ 9
a2 = 3

4 =⇒ a2 = 12.

故 c =
√

a2 − b2 =
√

3，离心率 e = c
a

=
√

3
2

√
3 = 1

2。此时椭圆方程为
x2

12 + y2

9 = 1。

(2) 设椭圆参数化 x = a(1 − t2)
1 + t2 , y = 2bt

1 + t2。

• A(0, 3) 对应参数 t1 = 1；
• P

(
3, 3

2
)
对应参数 t2 = 2 −

√
3；

• 设 B 对应参数 t3。

由三点面积公式（见下文技巧点拨）：

S△ABP = 2ab
|(t1 − t2)(t2 − t3)(t3 − t1)|

(1 + t2
1)(1 + t2

2)(1 + t2
3) = 9.

其中 2ab = 12
√

3。代入 t1, t2 值化简可得：

t3 = −1 或 t3 = −(2 +
√

3).

情形一：t3 = −1。此时 t1 + t3 = 0，由对称性知 A, B 关于 x 轴对称，故 B(0, −3)。直线 PB（即 l）的

斜率 k = 3/2−(−3)
3−0 = 3

2，方程为 y = 3
2x − 3。

情形二：t3 = −(2 +
√

3)。此时 t2t3 = (2 −
√

3)[−(2 +
√

3)] = −1。由对称性知 P, B 关于原点对称，故 l

过原点。斜率 k = 3/2
3 = 1

2，方程为 y = 1
2x。

� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

技巧点拨 1：特殊位置关系的参数特征

1. 椭圆中：

• t1 + t2 = 0 ⇐⇒ A, B 关于 x 轴对称；
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• t1t2 = −1 ⇐⇒ A, B 关于原点对称；

• t1t2 = 1 ⇐⇒ A, B 关于 y 轴对称。

2. 双曲线中：

• t1 + t2 = 0 ⇐⇒ A, B 关于 x 轴对称；

• t1t2 = 1 ⇐⇒ A, B 关于原点对称；

• t1t2 = −1 ⇐⇒ A, B 关于 y 轴对称。

技巧点拨 2：三点面积公式的推导
对于椭圆，设三点参数分别为 t1, t2, t3，则：

A

(
a(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2bt1

1 + t2
1

)
, B

(
a(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2bt2

1 + t2
2

)
, C

(
a(1 − t2

3)
1 + t2

3
,

2bt3

1 + t2
3

)
.

计算向量：
−→
AC =

(
2a · t2

1 − t2
3

(1 + t2
1)(1 + t2

3) , 2b · (t3 − t1)(1 − t1t3)
(1 + t2

1)(1 + t2
3)

)
,

−−→
BC =

(
2a · t2

2 − t2
3

(1 + t2
2)(1 + t2

3) , 2b · (t3 − t2)(1 − t2t3)
(1 + t2

2)(1 + t2
3)

)
.

由叉积公式 S△ABC = 1
2

∣∣∣−→
AC ×

−−→
BC

∣∣∣，展开得：
S△ABC = 2ab ·

∣∣(t3 − t1)(t2 − t3)
[
(t3 + t1)(1 − t2t3) − (t3 + t2)(1 − t1t3)

]∣∣
(1 + t2

3)2(1 + t2
2)(1 + t2

1) .

注意到：

(t3 + t1)(1 − t2t3) − (t2 + t3)(1 − t1t3) = (t2
3 + 1)(t1 − t2),

故：

S△ABC = 2ab · |(t3 − t1)(t3 − t2)(t2 − t1)|
(1 + t2

3)(1 + t2
2)(1 + t2

1)

双曲线同理可得（将 1 + t2 换为 1 − t2）。

技巧点拨 2：三点面积公式

椭圆：S△ABC = 2ab
|(t1 − t2)(t2 − t3)(t3 − t1)|

(1 + t2
1)(1 + t2

2)(1 + t2
3)

双曲线：S△ABC = 2ab

∣∣∣∣(t1 − t2)(t2 − t3)(t3 − t1)
(1 − t2

1)(1 − t2
2)(1 − t2

3)

∣∣∣∣
注意： A、B、C点均在曲线上
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v 例例例题题题 19：：：网网网络络络试试试题题题
题目：已知 F1, F2 分别为椭圆

E : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0)

的左、右焦点，点 D 为椭圆 E 上一点，以 DF1 为直径的圆

C : x2 +
(

y − 3
4

)2

= 25
16

过焦点 F2。

(1) 求椭圆 E 的方程；

(2) P 为椭圆 E 上异于左、右顶点 A, B 的任一点，设 PB 交直线 x = 4 于点 M，AM 交椭圆 E 于点 Q。

1. 证明：kAP · kAQ 为定值；

2. 求 △APQ 面积的最大值。

解：

x

y

A B

x = 4
P

Q

M

(1) 椭圆方程为
x2

4 + y2

3 = 1.

(2) 设

P

(
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2
√

3 t1

1 + t2
1

)
, Q

(
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2
√

3 t2

1 + t2
2

)
,

且顶点

A(−2, 0), B(2, 0).

则

kAP =
√

3 t1

2 , kAQ =
√

3 t2

2 , kBP = −
√

3
2t1

.

两直线

ℓAQ : y =
√

3 t2

2 (x + 2), ℓBP : y = −
√

3
2t1

(x − 2)

都过点 M，且 M 在直线 x = 4 上，故把 x = 4 代入可得同一 yM：

yM = 3
√

3 t2 = −
√

3
t1

=⇒ t1t2 = −1
3 .

于是

kAP kAQ = 3t1t2

4 = −1
4 ,

为定值。
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(3) 取向量

−→
AP =

(
4

1 + t2
1
,

2
√

3 t1

1 + t2
1

)
,

−→
AQ =

(
4

1 + t2
2
,

2
√

3 t2

1 + t2
2

)
.

则

S△AP Q = 1
2

∣∣∣−→
AP ×

−→
AQ

∣∣∣ = 4
√

3
∣∣∣∣ t1 − t2

(1 + t2
1)(1 + t2

2)

∣∣∣∣ .
由 t1t2 = −1

3，

(1 + t2
1)(1 + t2

2) = 1 + t2
1 + t2

2 + t2
1t2

2 =
(

t1 − t2

)2
+ 4

9 .

令

q = t1 − t2 = t1 + 1
3t1

∈
(

−∞, − 2√
3

]
∪
[ 2√

3
, +∞

)
,

则

S△AP Q = 4
√

3
∣∣∣∣∣ q

q2 + 4
9

∣∣∣∣∣ = 4
√

3
∣∣∣∣∣ 1
q + 4

9q

∣∣∣∣∣ .
注意到在区间

(
−∞, − 2√

3

]
与
[

2√
3 , +∞

)
上， q + 4

9q
均单调递增，因此其绝对值最小值在端点取得：

min
∣∣∣∣q + 4

9q

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 2√

3
+ 4

9 ·
√

3
2

∣∣∣∣∣ = 8
√

3
9 .

故

S△AP Q ≤ 4
√

3 · 9
8
√

3
= 9

2 .

当 q = ± 2√
3
时取等，面积最大值为

9
2。

注意：换元后务必考虑新变量的取值范围是否满足所用不等式/极值结论的条件。
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v 例例例题题题 20：：：2024年年年天天天星星星教教教育育育金金金考考考卷卷卷特特特快快快专专专递递递新新新高高高考考考临临临考考考冲冲冲刺刺刺卷卷卷高高高中中中数数数学学学全全全册册册通通通用用用版版版
题目：已知椭圆

E : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0)

过点 (0, 1)，且焦距为 2
√

3。

(1) 求椭圆 E 的标准方程；

(2) 过点 S(1, 0) 作两条互相垂直的弦 AB, CD，设弦 AB, CD 的中点分别为 M, N。

1. 证明：直线 MN 必过定点；

2. 若直线 AB, CD 的斜率均存在，求 △MNS 面积的最大值。

解：

x

y

S

A

B

C

D

M

N

(1) 由 E 过 (0, 1) 得 b = 1。又焦距 2c = 2
√

3 ⇒ c =
√

3，而 a2 − b2 = c2，故 a2 = 1 + 3 = 4，所以

E : x2

4 + y2 = 1.

(2) 设 M(x, y) 为过 S(1, 0) 的弦 AB 的中点，则弦 AB 与 MS 共线，故

kAB = kMS = y

x − 1 .

由点差/三角形中点坐标关系可得
kAB · kOM = −1

4 , kOM = y

x
.

于是
y

x − 1 · y

x
= −1

4 =⇒ 4
(

x − 1
2

)2

+ 16y2 = 1.

同理，N 也满足同样的轨迹方程，因此

M, N 均在 4
(

x − 1
2

)2

+ 16y2 = 1 上.

可对该椭圆作参数设定（用有理参数）：

N

(1
2 · 1 − t2

1
1 + t2

1
+ 1

2 ,
1
2 · t1

1 + t2
1

)
, M

(1
2 · 1 − t2

2
1 + t2

2
+ 1

2 ,
1
2 · t2

1 + t2
2

)
.

若 AB ⊥ CD 且斜率均存在，则

kAB kCD = kMS kNS = −1 =⇒ t1t2 = −1
4 .
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由 M, N 的坐标可写出直线 MN：

ℓMN : 1
2 y(t1 + t2) − 1

4

(
x − 1

2

)
(t1t2 − 1) = 1

8(t1t2 + 1).

代入 t1t2 = −1
4 可知 ℓMN 恒过定点 (4

5 , 0
)

.

(3) 由 S(1, 0)，
−−→
SN =

(
− t2

1
1 + t2

1
,

1
2 · t1

1 + t2
1

)
,

−−→
SM =

(
− t2

2
1 + t2

2
,

1
2 · t2

1 + t2
2

)
.

面积

S△SMN = 1
2

∣∣∣−−→SN ×
−−→
SM

∣∣∣ = 1
16

∣∣∣∣∣ q

q2 + 9
16

∣∣∣∣∣ = 1
16

∣∣∣∣∣ 1
q + 9

16q

∣∣∣∣∣ ,
其中

q = t1 − t2 = t1 + 1
4t1

∈ (−∞, −1] ∪ [1, +∞).

又 q + 9
16q
在 (−∞, − 3

4) 与 ( 3
4 , +∞) 上单调递增，结合 q 的取值范围可知当 q = ±1 时取到极值，从而

S△SMN ≤ 1
25 .

故 △MNS 的面积最大值为
1
25。
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v 例例例题题题 21：：：2022年年年全全全国国国一一一卷卷卷
题目：已知点 A(2, 1) 在双曲线

C : x2

a2 − y2

a2 − 1 = 1 (a > 1)

上，直线 l 交 C 于 P, Q 两点，直线 AP, AQ 的斜率之和为 0。

(1) 求 l 的斜率；

(2) 若 tan∠PAQ = 2
√

2，求 △PAQ 的面积。

解：

x

y

A

P

Q

(1) 由 A(2, 1) ∈ C 可得 a2 = 2，故

C : x2

2 − y2 = 1.

作参数设定

A

(√
2(1 + t2

0)
1 − t2

0
,

2t0

1 − t2
0

)
, P

(√
2(1 + t2

1)
1 − t2

1
,

2t1

1 − t2
1

)
, Q

(√
2(1 + t2

2)
1 − t2

2
,

2t2

1 − t2
2

)
,

其中 t0 =
√

2 − 1（对应 A(2, 1)）。
可得

kAP = t0t1 + 1√
2 (t1 + t0)

, kAQ = t0t2 + 1√
2 (t2 + t0)

.

由题设 kAP + kAQ = 0 且 t0 =
√

2 − 1，化简得
√

2(t1 + t2) + t1t2 + 1 = 0.

又

kP Q = t1t2 + 1√
2 (t1 + t2)

= −1,

所以直线 l 的斜率为 −1。

(2) 由两直线夹角的正切公式

tan∠PAQ =
∣∣∣∣ kAQ − kAP

1 + kAP kAQ

∣∣∣∣ ,
结合 kAP + kAQ = 0，题设 tan∠PAQ = 2

√
2 可推出

kAQ = −
√

2, kAP =
√

2.

再由

kAQ = t0t2 + 1√
2 (t2 + t0)

, kAP = t0t1 + 1√
2 (t1 + t0)
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解得

t1 = 5 − 3
√

2
7 , t2 = 3

√
2 − 5.

因此

P

(
10 − 4

√
2

3 ,
4
√

2 − 5
3

)
, Q

(
10 + 4

√
2

3 , −4
√

2 + 5
3

)
.

向量
−→
AP =

(
4 − 4

√
2

3 ,
4
√

2 − 8
3

)
,

−→
AQ =

(
4 + 4

√
2

3 , −4
√

2 + 8
3

)
.

利用之前的面积叉乘结论也可得：

S△AP Q = 1
2

∣∣∣−→
AP ×

−→
AQ

∣∣∣ = 16
√

2
9 .
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第六章 普通三角、反设三角、旋转三角：优劣性与适

用题型

6.1 传统三角、旋转三角与反设三角

y 三三三角角角代代代换换换的的的三三三种种种方方方法法法

对于传统三角，我们常以弦点坐标代入三角两弦式，从而直接得出 t1, t2 的值。

例：

2y(t1 + t2) −
√

5 (t1t2 − 1)x = 2
√

5 (t1t2 + 1)

过点 (4, 0)，得t1t2 = − 1
3 ,为两次型。若过点 (0, 4)，则

4(t1 + t2) =
√

5 (t1t2 + 1),

可能出现两次、一次、零次等情况，会影响后续计算，结构也不方便；因此引入旋转三角（或反设三角）来规

避这些问题。

旋转三角：顾名思义就是把坐标系进行旋转。通常情况下，以逆、顺时针旋转 90◦ 为主。

例：
x2

4 + y2

3 = 1 顺时针旋转 90◦ ⇒ x2

3 + y2

4 = 1.

参数方程： (
2(1 − t2)

1 + t2 ,
2
√

3 t

1 + t2

)
,

(√
3(1 − t2)
1 + t2 ,

4t

1 + t2

)
.

两弦式：

l : 2y(t1 + t2) −
√

3 x(t1t2 − 1) = 2
√

3 (t1t2 + 1),

l :
√

3 y(t1 + t2) − 2x(t1t2 − 1) = 2
√

3 (t1t2 + 1).

其本质理解：旋转后当作一道新题回来解答。

回到先前问题：(0, 4) 旋转 90◦ ⇒ (±4, 0)，代入新的两弦式，可得没有 t1 + t2 这一项。注意：转前后直线互相

垂直，故斜率乘积为 −1，即 k′ = −1
k
。

反设三角：利用 sin2 θ + cos2 θ = 1 或其他恒等式来满足代数上的恒成立。
例：

x2

4 + y2

3 = 1

可设

(x, y) = (2 cos θ,
√

3 sin θ),

若反设

(x, y) = (2 sin θ,
√

3 cos θ),

代入方程也满足。

从几何上：(2 cos θ,
√

3 sin θ) 中参数 θ 的离心角基准为 x 轴；而 (2 sin θ,
√

3 cos θ) 的基准为 y 轴。若设前一种

参数为 θ1，反设为 θ2，则

θ1 = θ2 − π

2 + 2kπ, k ∈ Z.

个人表明，旋转三角更易上手。双曲线、抛物线也可使用！
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v 例例例题题题 22：：：网网网络络络试试试题题题
题目：已知椭圆

C : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0)

的离心率为
√

2
2 ，A, B 分别为椭圆 C 的上、下顶点，O 为坐标原点，直线 y = kx + 2 与椭圆 C 交于不同的两

点 P, Q。若 |AB| = 2，证明：直线 BP 与直线 AQ 的交点 D 在定直线上。

解：

x

y

A

B

l

P

Q

(0, 2)

D y = 1
2

旋转前

C′

x

yx=− 1
2

A′

B′(−2, 0)

P ′

Q′

D′

旋转后

(2) 旋转三角解法：
将椭圆

C : x2

2 + y2 = 1 逆时针旋转 90◦ ⇒ C ′ : x2 + y2

2 = 1.

此时

A(0, 1) → A′(−1, 0), B(0, −1) → B′(1, 0).

可设

P ′

(
1 − t2

1
1 + t2

1
,

2
√

2 t1

1 + t2
1

)
, Q′

(
1 − t2

2
1 + t2

2
,

2
√

2 t2

1 + t2
2

)
,

且 (0, 2) → (−2, 0)。
两点弦（两弦式）：

lP ′Q′ : y(t1 + t2) −
√

2 x(t1t2 − 1) =
√

2(t1t2 + 1).

过 (−2, 0) 得 t1t2 = 3。

lA′Q′ : y =
√

2 t2(x + 1), lB′P ′ : y = −
√

2
t1

(x − 1).

由此可得交点横坐标 x = − 1
2。旋转回去：x = − 1

2 7→ y = 1
2，故 D 在定直线 y = 1

2 上。
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v 例例例题题题 23：：：网网网络络络试试试题题题
题目：已知椭圆

C : x2

8 + y2

4 = 1,

直线 l 过点 P (0, 1) 且与椭圆 C 交于 A, B 两点，点 Q(0, 4)，求证：PQ 平分 ∠AQB。

解法一：旋转三角

x

y

P

Q

A

B

旋转前

C′

x

y

P ′Q′

A′

B′

旋转后

将椭圆

C : x2

8 + y2

4 = 1 逆时针旋转 90◦ ⇒ C ′ : x2

4 + y2

8 = 1.

由题仅需求证 kQ′A′ + kQ′B′ = 0 即可。
设

A′

(
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

4
√

2 t1

1 + t2
1

)
, B′

(
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

4
√

2 t2

1 + t2
2

)
,

且

Q(0, 4) → Q′(−4, 0), P (0, 1) → P ′(−1, 0).

两点弦：

lA′B′ : 2y(t1 + t2) − 2
√

2 x(t1t2 − 1) = 4
√

2(t1t2 + 1).

过 P ′(−1, 0) 得
t1t2 = −3.

进而

kQ′A′ + kQ′B′ = 2
√

2
(

t1

t2
1 + 3 + t2

t2
2 + 3

)
= 2

√
2
(

t1

t2
1 + 3 − t1

t2
1 + 3

)
= 0.

解法二：反设三角

同样地，仅证 kQA + kQB = 0。设

A

(
4
√

2 t1

1 + t2
1

,
2(1 − t2

1)
1 + t2

1

)
, B

(
4
√

2 t2

1 + t2
2

,
2(1 − t2

2)
1 + t2

2

)
.

两点弦：

lAB : 2x(t1 + t2) − 2
√

2 y(t1t2 − 1) = 4
√

2(t1t2 + 1).

过 P (0, 1) 得
t1t2 = −1

3 .

并且

kQA + kQB = − 1
2
√

2

(
3t1 + 1

t1
+ 3t2 + 1

t2

)
= − 1

2
√

2

(
3t1 + 1

t1
− 1

t1
− 3t1

)
= 0.
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6.2 技巧总结

� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

三角代换方法的选择策略：

• 对于左右顶点，以及直线过 x 轴上定点的问题：首选正常的三角；

• 对于上下顶点，以及直线过 y 轴上定点的问题：首选旋转三角或反设三角；

• 对于直线过定点 (−a, t)：首选正常三角或旋转三角；

• 对于直线过定点 (a, t)：首选旋转三角。

附注：其实哪种三角都可解此问题，只是快慢的问题。
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v 例例例题题题 24：：：2025年年年安安安阳阳阳九九九调调调
题目：已知椭圆

C : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0)

经过点 A
(
1, 3

2
)
，且离心率为 1

2。

1. 求 C 的方程；

2. 若 C的右顶点为 D，左焦点为 F，点M, N 是 C上的两个动点，直线MN 的斜率存在且不为 0：若O为

坐标原点，直线MN 过点 E(−2, 2)，直线 OE 与直线 DM, DN 分别交于点 P, Q，证明：|OP | = |OQ|。

解：

x

y

DF

E M
N

P

Q

(1) 由题可得椭圆方程：
x2

4 + y2

3 = 1.

(2) 正常三角设

M

(
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2
√

3 t1

1 + t2
1

)
, N

(
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2
√

3 t2

1 + t2
2

)
.

由 lMN 过 (−2, 2) 得
t1 + t2 =

√
3.

lDM : y = −
√

3
2t1

(x − 2), lDN : y = −
√

3
2t2

(x − 2), lOE : y = −x.

设 P, Q 为 OE 与 DM, DN 的交点，则

yP = 2
√

3
2t1 −

√
3

, yQ = 2
√

3
2t2 −

√
3

.

从而

yP + yQ = 4
√

3(t1 + t2) − 12
4t1t2 − 2

√
3(t1 + t2) + 3

= 0 ⇒ |OP | = |OQ|.
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6.3 三种设参对比

� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

三角代换方法效率对比

设椭圆

E : x2

4 + y2 = 1,

点 P (2, 1)，直线 lMN 过 P 且与 E 交于 M, N 两点。

正常三角：

M

(2(1 − t2
1)

1 + t2
1

,
2t1

1 + t2
1

)
, N

(2(1 − t2
2)

1 + t2
2

,
2t2

1 + t2
2

)
,

由 lMN 过 P (2, 1) 得
t1 + t2 = 4t1t2.

反设三角：

M

( 4t1

1 + t2
1
,

1 − t2
1

1 + t2
1

)
, N

( 4t2

1 + t2
2
,

1 − t2
2

1 + t2
2

)
,

由 lMN 过 P (2, 1) 得
t1 + t2 = 2t1t2.

旋转三角（逆时针 90◦）：

M

(1 − t2
1

1 + t2
1
,

4t1

1 + t2
1

)
, N

(1 − t2
2

1 + t2
2
,

4t2

1 + t2
2

)
,

由 lMN 过 P ′(−1, 2) 得
t1 + t2 = 2.

总结：三种设法比较下来，旋转三角结果最简单。
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v 例例例题题题 25：：：2022年年年浙浙浙江江江卷卷卷
题目：如图，已知椭圆

x2

12 + y2 = 1.

设 A, B 是椭圆上异于 P (0, 1) 的两点，且点 Q
(
0, 1

2
)
在线段 AB 上，直线 PA, PB 分别交直线

y = −1
2x + 3

于 C, D 两点。

(I) 求点 P 到椭圆上点的距离的最大值；

(II) 求 |CD| 的最小值。

解：

x

y

P

Q
A B

y = − x
2 + 3

C

D

旋转前

x

y

P ′

Q′

l′

A′

B′

C′

D′

旋转后

(I) 计算：
令椭圆参数为 x = 2

√
3 cos t, y = sin t，则

d2 = (x − 0)2 + (y − 1)2 = 12 cos2 t + (sin t − 1)2 = 13 − 11 sin2 t − 2 sin t.

设 s = sin t ∈ [−1, 1]，则
d2 = 13 − 11s2 − 2s

在 [−1, 1] 上取最大值于 s = − 1
11，从而

d2
max = 13 − 1

11 + 2
11 = 144

11 , dmax = 12√
11

= 12
√

11
11 .

(II) 旋转三角解法：
将

C : x2

12 + y2 = 1

逆时针方向旋转 90◦ 得

C ′ : x2 + y2

12 = 1, P (0, 1) → P ′(−1, 0), Q

(
0,

1
2

)
→ Q′

(
−1

2 , 0
)

.
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设

A′

(
1 − t2

1
1 + t2

1
,
4
√

3 t1

1 + t2
1

)
, B′

(
1 − t2

2
1 + t2

2
,
4
√

3 t2

1 + t2
2

)
,

且直线 y = − 1
2x + 3 旋转后为 y′ = 2x + 6。

弦 A′B′：

lA′B′ : 2
√

3 x(1 − t1t2) + 4y(t1 + t2) = 2
√

3(t1t2 + 1).

过 Q′(− 1
2 , 0)，得 t1t2 = −3。

又

lP ′A′ : y = 2
√

3 t1(x + 1), lP ′B′ : y = 2
√

3 t2(x + 1).

令 k1 = 2
√

3 t1, k2 = 2
√

3 t2，则 k1k2 = −36。与 y′ = 2x + 6 相交可得

xC = 4
k1 − 2 − 1, xD = 4

k2 − 2 − 1.

因此

|CD| =
√

1 + 22 |xC − xD| = 4
√

5
∣∣∣∣ k1 − k2

(k1 − 2)(k2 − 2)

∣∣∣∣ .
令 k1 = x，则 k2 = − 36

x
，从而

|CD| = 2
√

5
∣∣∣∣ x2 + 36
x2 + 16x − 36

∣∣∣∣ .
设

y = x2 + 36
x2 + 16x − 36 ,

则

(1 − y)x2 − 16yx + 36(y + 1) = 0.

判别式

∆ = (16y)2 + 4(y − 1) · 36(y + 1) = 16y2 + 36(y2 − 1) ≥ 0

故 |y| ≥ 3
5，从而

|CD| = 2
√

5 |y| ≥ 6
√

5
5 .
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v 例例例题题题 26：：：网网网络络络试试试题题题
题目：已知双曲线

C : y2

a2 − x2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

的离心率为
√

6
2 ，焦点到渐近线的距离为

√
2。

(1) 求 C 的方程；

(2) C 的下顶点为 A，直线 y = kx + 2
3 与 C 的上支交于 M, N 两点（点 M 在靠近 y 轴的一侧），直线 y = 2

3
与直线 AM, AN 分别交于点 P, Q，记直线 OP, AQ 的斜率分别为 k1, k2（O 为原点）。

(i) 求证：k1k2 = 1；
(ii) 求 △OAP 外接圆半径 r 的取值范围。

解：

x

y

A

y = 2
3

M

N

P Q

旋转前

C′

x

y

A′

x=− 2
3

M ′

N ′

P ′

Q′

旋转后

(1)
y2

4 − x2

2 = 1.

(2) 将 C : y2

4 − x2

2 = 1 逆时针旋转 90◦：

C ′ : x2

4 − y2

2 = 1,

(
0,

2
3

)
→
(

−2
3 , 0

)
, A(0, 2) → A′(2, 0).

设

M ′

(
2(1 + t2

1)
1 − t2

1
,
2
√

2 t1

1 − t2
1

)
, N ′

(
2(1 + t2

2)
1 − t2

2
,
2
√

2 t2

1 − t2
2

)
,

则

lA′M ′ : y = 1√
2 t1

(x − 2), lA′N ′ : y = 1√
2 t2

(x − 2).

令 x = − 2
3，

P ′

(
−2

3 , −8
√

2
3t1

)
, Q′

(
−2

3 , −8
√

2
3t2

)
.

弦 M ′N ′：

lM ′N ′ : 2y(t1 + t2) −
√

2 x(t1t2 + 1) = 2
√

2 (t1t2 − 1).

过
(
− 2

3 , 0
)
得 t1t2 = 2。

– 56 –



[ 三三三角角角之之之道道道 西门秋雪履千山客仙瞳

斜率：

kOP = − 1
kO′P ′

=
√

2
4 t1, kAQ = − 1

kA′Q′
=

√
2 t2,

故

kOP · kAQ =
√

2
4 t1 ·

√
2 t2 = t1t2

2 = 1.

(3) 不妨令 M ′, N ′ 均在第一象限，由(2) k1k2 = 1 ⇒ k1 = 1
k2
。

设 O′P ′的倾斜角为 α，A′Q′的倾斜角为 β，则

tan α = 1
tan β

= tan
(π

2 − β
)

, ∴ α, β ∈
(

0,
π

2
)

.

故 α + β = π

2。∴ ∠A′O′P ′ + ∠P ′Q′A′ = π。∴ O′A′Q′P ′ 四点共圆。

∴ △O′A′P ′ 的外接圆为四边形 O′A′Q′P ′ 外接圆，设外接圆圆心为 O′
o，则有

xO′
o

= xA′

2 = 1, yO′
o

= yP ′ + yQ′

2 = −
√

2
3 (t1 + t2).

∵ M ′N ′ 在同一象限 ⇒ yM ′yN ′ > 0 ⇒ t2
1 + t2

2 < 5。
又 t2

1 + t2
2 > 2t1t2 = 4 （t1 ̸= t2）。∴ t2

1 + t2
2 ∈ (4, 5)。

外接圆半径

|O′O′
o| = r =

√
1 + 2

9(t2
1 + t2

2 + 4) ∈
(5

3 ,
√

3
)

.
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v 例例例题题题 27：：：2025甘甘甘肃肃肃兰兰兰州州州诊诊诊断断断
题目：已知椭圆

E : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

的上顶点为 A(0,
√

2)，离心率为
√

2
2 。

(1) 求椭圆 E 的方程；

(2) 若 a > b > 0，过点 A 的直线与椭圆 E 交于另一个点 B，并与圆

P : (x −
√

2)2 + y2 = r2 (r > 0)

相切，切点为 Q(0, −3
√

2)。直线 QB 与椭圆 E 交于点 C（异于 A），证明：AC 与圆 P 相切。

解：

x

y

A

Q

B

C

旋转前

E′

x

y

A′

Q′

B′C′

旋转后

(1)
x2

4 + y2

2 = 1.

(2) 将 E 顺时针旋转 90◦：

E′ : x2

2 + y2

4 = 1.

设

B

(√
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

4t1

1 + t2
1

)
, C

(√
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

4t2

1 + t2
2

)
, A

(√
2(1 − t2

3)
1 + t2

3
,

4t3

1 + t2
3

)
,

其中 t3 = 0，并记 Q′(−3
√

2, 0), P (0, −
√

2)。由 kBQ = kCQ 得

t1t2 = 2. (1)

又由

dP →lQB
= dP →lAC

只需证 ∣∣∣t1 +
√

2
∣∣∣√

t2
1 + 2

=

∣∣∣t2 +
√

2
∣∣∣√

t2
2 + 2

,

将 (1) 代入可得成立，故 AC 与圆 P 相切。
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v 例例例题题题 28：：：2026届届届雅雅雅礼礼礼中中中学学学月月月考考考
题目：已知椭圆

C : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0)

右焦点为 F，点 M
(√

3, 1
2

)
在椭圆 C 上，且 MF ⊥ x 轴。过点 M 且与椭圆 C 有且只有一个公共点的直线 l

与 x 轴交于点 P， A 为椭圆 C 的上顶点，点 R 是椭圆 C 上异于点 M 的动点。

(1) 求椭圆 C 的方程；

(2) 设过点 A 的直线与椭圆 C 的另一个交点为 Q，与曲线

y = x + 2
2(x + 1)

的另一个交点为 S，若直线 RQ 的斜率为 − 1
2，试证明：直线 SR 过定点。

解：

x

y

A

Z

R

Q

S

旋转前

C′

x

y

A′

Z′

R′

Q′

S′

旋转后

(1)
x2

4 + y2 = 1.

(2) 将 C : x2

4 + y2 = 1 逆时针旋转 90◦：

C ′ : x2 + y2

4 = 1, y′ = −2(x + 1)
2x + 1 .

可设

R

(1 − t2
1

1 + t2
1
,

4t1

1 + t2
1

)
, Q

(1 − t2
2

1 + t2
2
,

4t2

1 + t2
2

)
, A(−1, 0),

且 kRQ = 2，从而
t2 = t1 + 1

t1 − 1 . (1)

又

lAQ : y = 2t2(x + 1).
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与 y′ = −2(x + 1)
2x + 1 交于

S

(
t2 − 1

2t2
, t2 − 1

)
,

由 (1) 得
S

(
− t1

t1 + 1 ,
2

t1 − 1

)
.

此时

kRS = 2(t1 + 1)
1 − t1

, lRS : y = 2(t1 + 1)
1 − t1

x − 2,

故 lRS 恒过点 (0, −2)。旋转回原坐标系后，对应定点为 (−2, 0)。

� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

点拨：给定点 A(x, y)，
• 若逆时针旋转 90◦ =⇒ A′(−y, x)
• 若顺时针旋转 90◦ =⇒ A′(y, −x)
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v 例例例题题题 29：：：2025年年年武武武汉汉汉四四四月月月调调调考考考
题目：如图，椭圆

Γ1 : x2

m
+ y2

n
= 1 (m > n > 0), Γ2 : x2

n
+ y2

m
= 1,

已知 Γ1 右顶点为 H(2, 0)，且它们的交点分别为

P1(1, 1), P2(−1, 1), P3(−1, −1), P4(1, −1).

(1) 求 Γ1 与 Γ2 的标准方程；

(2) 点 Q1 是 Γ1 上的动点，直线 Q1P1 交 Γ2 于点 Q2，直线 Q2P2 交 Γ1 于点 Q3，直线 Q3P3 交 Γ2 于点 Q4，

直线 Q4P4 与直线 Q1P1 交于点 N，求点 G 坐标，使直线 NG 与直线 NH 的斜率之积为定值（上述各

点均不重合）。

解：

x

y

Γ1

Γ2

P1P2

P3 P4

Q1

Q2

Q3

Q4

N

H

(1)

Γ1 : x2

4 + 3y2

4 = 1, Γ2 : y2

4 + 3x2

4 = 1.

(2) 将 Γ2 逆时针旋转 90◦ 得

Γ′
2 : x2

4 + 3y2

4 = 1,

并有点的对应关系： P1 → P2, P2 → P3, P3 → P4, P4 → P1。

在 Γ′
2 上作参数表示：

P1

(
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

4√
3

t1

1 + t2
1

)
, P2

(
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

4√
3

t2

1 + t2
2

)
,

P3

(
2(1 − t2

3)
1 + t2

3
,

4√
3

t3

1 + t2
3

)
, P4

(
2(1 − t2

4)
1 + t2

4
,

4√
3

t4

1 + t2
4

)
,

其中 t1 = 1√
3 , t2 =

√
3, t3 = −

√
3, t4 = − 1√

3。再设

Q2

(2(1 − t2
0)

1 + t2
0

,
4√
3

t0

1 + t2
0

)
.

记

k′
1 = kQ′

2P1 =
√

3 t0 − 1√
3 t0 + 3

, k′
2 = kQ′

2P2 =
√

3 t0 − 1√
3(t0 −

√
3)

.

由旋转性质 k · k′ = −1，得

k2 = − 1
k′

2
=

√
3 t0 − 3√
3 t0 + 1

, k1 = − 1
k′

1
=

√
3 t0 + 3

1 −
√

3 t0
.
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消去 t0 得递推关系

k2 = k1 + 3
1 − k1

(1)

同理设 Q3

(
2(1−t2

Q)
1+t2

Q
,

4√
3

tQ

1+t2
Q

)
，k2 = kQ3P2 =

√
3 tQ − 1√

3(tQ +
√

3)
，k3 = kQ3P3 = −

√
3 tQ − 1√

3(tQ −
√

3)
。

消去 tQ 可得：

k3 = 1 + k2

1 − 3k2
. (2)

而 Q4 在 Γ2 上，与 Q2 同理可得：

k4 = k3 + 3
1 − k3

. (3)

联立 (1)(2)(3) 得
k4 = 3k1 + 5

k1 + 3 .

设 N(x, y)，则v
k1 = y − 1

x − 1 , k4 = y + 1
x − 1 .

代入可得

y2 = 5x2 − 16x + 12 = (5x − 6)(x − 2),

从而存在定点

G

(6
5 , 0

)
使得

kGN · kHN = 5

为定值。

k3 = kQ3P3 k4 = kQ4P4
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第七章 同构三角：综合应用与高级技巧

7.1 同构三角理论

y 同同同构构构三三三角角角：：：直直直线线线同同同构构构

同构三角：本质就是利用相同结构的方程，去构造出韦达定理！

例：在椭圆
x2

a2 + y2

b2 = 1

有两点

A

(
a(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2bt1

1 + t2
1

)
, B

(
a(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2bt2

1 + t2
2

)
.

不妨取直线 lAB : y = kx + m。因 A, B 均在直线上，代入得

2bt1

1 + t2
1

= k · a(1 − t2
1)

1 + t2
1

+ m,
2bt2

1 + t2
2

= k · a(1 − t2
2)

1 + t2
2

+ m.

即对 t = t1, t2 均满足

t2(m − ak) − 2bt + (m + ak) = 0.

从而（韦达定理）

t1 + t2 = 2b

m − ak
, t1t2 = m + ak

m − ak
.

对一元二次方程 at2 + bt + c = 0 有

|t1 − t2| =
√

(t1 + t2)2 − 4t1t2 =
√

b2 − 4ac

a2 =
√

∆
|a|

.

因此本题对应

∆ = (−2b)2 − 4(m − ak)(m + ak) = 4
(
b2 + a2k2 − m2),

|t1 − t2| = 2
√

b2 + a2k2 − m2

|m − ak|
.

同样地，在双曲线
x2

a2 − y2

b2 = 1

上有两点

A

(
a(1 + t2

1)
1 − t2

1
,

2bt1

1 − t2
1

)
, B

(
a(1 + t2

2)
1 − t2

2
,

2bt2

1 − t2
2

)
.

取 lAB : y = kx + m 代入，可得（对 t = t1, t2）

t2(ak − m) − 2bt + (ak + m) = 0,

从而

t1 + t2 = 2b

ak − m
, t1t2 = ak + m

ak − m
.

由同构可反解 k, m：

椭圆： k = b(t1t2 − 1)
a(t1 + t2) , m = b(t1t2 + 1)

t1 + t2
;

63



[ 三三三角角角之之之道道道 西门秋雪履千山客仙瞳

双曲线： k = b(t1t2 + 1)
a(t1 + t2) , m = b(t1t2 − 1)

t1 + t2
.

接下来把 k, m 代回 lAB 便有两点式！这是我们最常用的直线同构，也是最易掌握的，解决高考范围的题足够

用。

更多同构构造技巧

同样地，还有另外的小玩法。对椭圆上两点 A(t1), B(t2)，有

xA + xB = 2a(1 − t2
1t2

2)
(1 + t2

1)(1 + t2
2) , yA + yB = 2b(t1 + t2)(1 + t1t2)

(1 + t2
1)(1 + t2

2) .

很多人都记不住，不妨这样令

xi = a(1 − t2
i )

1 + t2
i

, α = 1 − t2
i , p = 1 + t2

i (⇒ p + α = 2),

则

xi = (2 − p)a
p

.

从而（设 p1 = 1 + t2
1, p2 = 1 + t2

2）

x1 + x2 = 2a

(
p1 + p2

p1p2
− 1
)

= 2a(1 − t2
1t2

2)
(1 + t2

1)(1 + t2
2) .

同理 yA + yB 也可如此处理。当然这种小玩法还可运用在别的地方，自行探索哦˜

除了上述主观上的同构，我们还可以自行构造同构。

例：

(x − x1)(x − x2) = 0 =⇒ x2 − x(x1 + x2) + x1x2 = 0.

代入椭圆或双曲线参数

xi = a(1 − t2
i )

1 + t2
i

或 xi = a(1 + t2
i )

1 − t2
i

,

换元得到关于 P 的方程

P 2[x1x2 + a2 + a(x1 + x2)
]

− P
[
2a(x1 + x2) + 4a2]+ 4a2 = 0, P = 1 + t2

i 或 1 − t2
i ,

进而用韦达定理反解出 x1 + x2 与 x1x2。

同样地，构造

(k − k1)(k − k2) = 0

代入椭圆

k = b(tit0 − 1)
a(ti + t0) , i = 1, 2; t0, t1, t2 对应椭圆上 A, B, C 点.

可得关于 ti 的二次式

t2
i

[
bt2

0 − ab(k1 + k2)t0 + a2k1k2

]
+ ti

[
−2bt2

0 + ab(k1 + k2)(1 − t2
0) + 2a2t0k1k2

]
+ b2 + ab(k1 + k2)t0 + a2k1k2t2

0 = 0.

再同除 1 + t2
0 便可得到

1 − t2
0

1 + t2
0
与

2t0

1 + t2
0
,
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进而化得 xA, yA 的坐标。并且

t1 + t2 =

(
byA − b(k1 + k2)xA − a2

b
k1k2yA

)
(1 + t2

0)
bt2

0 − ab(k1 + k2)t0 + a2k1k2
,

以及

t1t2 = b2 + ab(k1 + k2)t0 + a2k1k2t2
0

bt2
0 − ab(k1 + k2)t0 + a2k1k2

.

代入直线

lBC : a y(t1 + t2) − b x(t1t2 − 1) = ab(t1t2 + 1),

再稍微化简一下，便有仿新齐次化：

lBC : k1k2

b2

(xxA

a2 − yyA

b2 − 1
)

− 1
a2

(xxA

a2 − yyA

b2 + 1
)

= k1 + k2

a2b2

(
yxA + xyA

)
.

除此上述的构造外，我们还能够：

(m − m1)(m − m2) = 0 (m 为截距同构), (|OA| − |CA|)(|OA| − |BA|) = 0 (弦长同构),

等等，根据题意需要来同构构造。注意：一般最为常用的还是直线同构！

7.2 中点、弦长运用

y 中中中点点点与与与弦弦弦长长长公公公式式式

在前几章提到中点坐标公式：

椭圆上两点参数分别为 t1, t2 时，中点为(
a(1 − t2

1t2
2)

(t1t2 − 1)2 + (t1 + t2)2 ,
b(t1 + t2)(1 + t1t2)

(t1t2 − 1)2 + (t1 + t2)2

)
.

这个结构代入同构三角

t1 + t2 = 2b

m − ak
, t1t2 = m + ak

m − ak
,

便有中点 (
− a2km

b2 + a2k2 ,
b2m

b2 + a2k2

)
.

弦长（椭圆）：

|AB| =
√

1 + k2 |xA − xB| =
√

1 + k2
∣∣∣∣ 2a|t2

1 − t2
2|

(t1t2 − 1)2 + (t1 + t2)2

∣∣∣∣ .
同样代入同构三角可得

|AB| =
2ab
√

(1 + k2)
(
b2 + a2k2 − m2

)
b2 + a2k2 .

或用 t 表示：

|AB| = 2|t1 − t2|
√

b2(t1t2 − 1)2 + a2(t1 + t2)2

(t1 + t2)2 + (t1t2 − 1)2 .

双曲线同样操作即可！
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v 例例例题题题 30：：：2025年年年天天天星星星教教教育育育金金金考考考卷卷卷优优优秀秀秀模模模拟拟拟试试试卷卷卷汇汇汇编编编45套套套（（（新新新高高高考考考）））高高高中中中数数数学学学全全全册册册通通通用用用版版版

已知双曲线 C1 : x2 − y2

b2 = 1经过椭圆 C2 : x2

a2 +y2 = 1的左、右焦点 F1, F2，设 C1, C2 的离心率分别为 e1, e2，

且 e1e2 =
√

6
2 。

1. 求 C1, C2 的方程；

2. 设 P 为 C1 上一点，且在第一象限内。若直线 PF1 与 C2 交于 A, B 两点，直线 PF2 与 C2 交于 C, D 两

点。设 AB, CD 的中点分别为 M, N，记直线 MN 的斜率为 k，当 k 取最小值时，求点 P 的坐标。

解：

x

y

F1 F2

P

A

B

C

D

M

N

(1)

C1 : x2 − y2

2 = 1, C2 : x2

2 + y2 = 1.

(2) 可设

A

(√
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2t1

1 + t2
1

)
, B

(√
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2t2

1 + t2
2

)
, C

(√
2(1 − t2

3)
1 + t2

3
,

2t3

1 + t2
3

)
, D

(√
2(1 − t2

4)
1 + t2

4
,

2t4

1 + t2
4

)

取

lAB : y = k1x + m1, 过 F1(−1, 0) ⇒ m1 = k1; lCD : y = k2x + m2, 过 F2(1, 0) ⇒ m2 = −k2.

由同构三角：

t1 + t2 = 2
m1 −

√
2 k1

, t1t2 = m1 +
√

2 k1

m1 −
√

2 k1
; t3 + t4 = 2

m2 −
√

2 k2
, t3t4 = m2 +

√
2 k2

m2 −
√

2 k2
.

中点

M =
( √

2(1 − t2
1t2

2)
(t1t2 − 1)2 + (t1 + t2)2 ,

(t1 + t2)(t1t2 + 1)
(t1t2 − 1)2 + (t1 + t2)2

)
=
(

− 2k2
1

2k2
1 + 1 ,

k1

2k2
1 + 1

)
.

同理

N =
( 2k2

2
2k2

2 + 1 , − k2

2k2
2 + 1

)
.

设

P

(
1 + t2

0
1 − t2

0
,

2
√

2 t0

1 − t2
0

)
, F1(−1, 0), F2(1, 0),

则

k1 = kP F1 =
√

2 t0, k2 = kP F2 =
√

2
t0

.

从而

M

(
− 4t2

0
1 + 4t2

0
,

√
2 t0

1 + 4t2
0

)
, N

(
4

4 + t2
0
, −

√
2 t0

4 + t2
0

)
.
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于是

kMN = −5
√

2
4 · t0(1 + t2

0)
t4
0 + 8t2

0 + 1 = −5
√

2
4 · 1

Q + 6
Q

, Q = t0 + 1
t0

≥ 2.

因此

kMN ≥ −5
√

3
24 ,

当且仅当 t0 + 1
t0

=
√

6 时取等。
令

x = 1
t0

− t0

则

x2 =
(

t0 + 1
t0

)2

− 4 = 6 − 4 = 2 ⇒ x =
√

2.

于是

P

(
1 + t2

0
1 − t2

0
,

2
√

2 t0

1 − t2
0

)
=
(

t0 + 1
t0

1
t0

− t0
,

2
√

2
1
t0

− t0

)

=
(√

6√
2

,
2
√

2√
2

)
= (

√
3, 2).

注意：P 在第一象限，t0 ∈ (0, 1)，需舍去一些不满足的根！
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v 例例例题题题 31：：：网网网络络络试试试题题题

已知椭圆 E : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0) 和圆 O : x2 + y2 = r2，当椭圆 E 与圆 O 恰好只有两个交点时，r =
√

2
或 4。

1. 求椭圆 E 的方程；

2. 当 r = 1 时，设直线 l : y = kx + 1 与圆 O 交于 P, Q 两点，与椭圆 E 交于 A, B 两点，且点 Q 不在 y 轴

上。

(i) 若 Q 为 AB 中点，求 k；

(ii) 求 (−→
OA + −−→

OB) ·
−−→
OQ 的最大值。

解：

x

y

PQ

A

B

M

(1)
x2

16 + y2

2 = 1.

(2) 圆 O : x2 + y2 = 1。可设

A

(
4(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2
√

2 t1

1 + t2
1

)
, B

(
4(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2
√

2 t2

1 + t2
2

)
, P

(1 − t2
3

1 + t2
3
,

2t3

1 + t2
3

)
, Q

(1 − t2
4

1 + t2
4
,

2t4

1 + t2
4

)
.

由 P (0, 1) 得 t3 = 1。取 lAB : y = kx + m, lP Q : y = kx + b，均过 P (0, 1)，故 b = m = 1。
由同构三角：

t1 + t2 = 2
√

2
1 − 4k

, t1t2 = 1 + 4k

1 − 4k
; t3t4 = 1 + k

1 − k
⇒ t4 = 1 + k

1 − k
.

从而

Q

(
− 2k

1 + k2 ,
1 − k2

1 + k2

)
.

取 AB 中点为

M

(
4(1 − t2

1t2
2)

(t1 + t2)2 + (t1t2 − 1)2 ,

√
2 (t1 + t2)(1 + t1t2)

(t1 + t2)2 + (t1t2 − 1)2

)
=
(

− 8k

1 + 8k2 ,
1

1 + 8k2

)
.

由 xQ = xM 得

k = ±
√

3
2 .

(ii)

(−→
OA + −−→

OB) ·
−−→
OQ = 2(xM xQ + yM yQ) = 2(15k2 + 1)

(1 + 8k2)(1 + k2) .

令 t = 15k2 + 1，则
2(15k2 + 1)

(1 + 8k2)(1 + k2) = 450t

8t2 + 119t + 98 = 450
8t + 119 + 98

t

≤ 18
7 .

当且仅当 t = 7
2 时取等，即

15k2 + 1 = 7
2 ⇒ k2 = 1

6 ⇒ k = ±
√

6
6 .
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v 例例例题题题 32：：：网网网络络络试试试题题题
在平面直角坐标系 xOy 中，椭圆

E : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0)

的右焦点为 F，上顶点为 P，短轴长为 2。直线 PF 与椭圆 E 的另一个交点为 Q，且 △POF 的面积是

△QOF 的面积的 3 倍。

1. 求椭圆 E 的方程；

2. 直线 l : y = kx + m (k > 0) 与椭圆 E 交于点 A, B，若椭圆 E 上存在点 C 使得四边形 OACB 为平行四

边形。

(i) 求 m 的取值范围；

(ii) 若 AB =
√

3 OC，求 k 的值。

解：

x

y

F

P

Q

A

B

O

C

(1)
x2

2 + y2 = 1.

(2) 设

A

(√
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2t1

1 + t2
1

)
, B

(√
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2t2

1 + t2
2

)
,

直线 lAB : y = kx + m。代入得对 t = t1, t2 均满足

t2(m −
√

2 k) − 2t + (m +
√

2 k) = 0.

判别式

∆ = 4(1 + 2k2 − m2) > 0 ⇒ 2k2 + 1 > m2. (1)

并且

t1 + t2 = 2
m −

√
2 k

, t1t2 = m +
√

2 k

m −
√

2 k
.

由平行四边形 OACB 可得

−−→
OC = (xA + xB, yA + yB) ⇒ C

(
− 4km

1 + 2k2 ,
2m

1 + 2k2

)
.

代入椭圆
x2

2 + y2 = 1 得
4m2 = 1 + 2k2. (2)

联立 (1)(2) 可得
m ∈ (−∞, − 1

2) ∪ ( 1
2 , +∞).

(ii)
|AB| =

√
1 + k2 |xA − xB|.
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并且

|xA − xB| = 2
√

2 |t1 + t2| |t1 − t2|
(t1 + t2)2 + (t1t2 − 1)2 =

√
6

1 + 2k2 .

若 AB =
√

3 OC，则

|AB| =
√

3 |OC| ⇐⇒

√
6(1 + k2)
2k2 + 1 =

√
3(4k2 + 1)

2k2 + 1 =⇒ k2 = 1
2 .

由 k > 0，得
k =

√
2

2 .
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v 例例例题题题 33：：：2025年年年辽辽辽宁宁宁模模模拟拟拟
1. 已知椭圆

C : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0),

A(2, 0), B(0, 1)分别为椭圆C的右顶点和上顶点，过椭圆C上的一点M（异于点A, B）且斜率为2的直线与
直线AB交于点Q， MQ = QP，直线AP与椭圆的另一个交点为N。

(1) 求C的方程；

(2) 证明：直线MN过定点。

解：

x

y

A

B M
N

Q

P

(1)
x2

4 + y2 = 1.

(2) 设

M

(2(1 − t2
1)

1 + t2
1

,
2t1

1 + t2
1

)
, N

(2(1 − t2
2)

1 + t2
2

,
2t2

1 + t2
2

)
, A

(2(1 − t2
3)

1 + t2
3

,
2t3

1 + t2
3

)
,

其中t3 = 0。
令k1 = kAM , kBN = kAN。由AB ⊥ PM且M⃗Q = Q⃗P， ⇒ AB为∠MAP的角平分线⇒ ∠MAB =
∠NAB。

由倒角公式：
kAB − k1

1 + kABk1
= k2 − kAB

1 + k2kAB

⇒ 4k1k2 − 3(k1 + k2) = 4.

由

k2 − k(k1 + k2) + k1k2 = 0,

代入k = − 1
2ti

(i = 1, 2)：

4t2
i k1k2 + 2ti(k1 + k2) + 1 = 0 ⇒ t1 + t2 = −2(k1 + k2)

4k1k2
, t1t2 = 1

4k1k2
.

由4k1k2 − 3(k1 + k2) = 4，把t1 + t2, t1t2代入

lMN : 2y(t1 + t2) − x(t1t2 − 1) = 2(t1t2 + 1)

中，得

lMN : (k1 + k2)(3x − 4y − 6) + 3x − 10 = 0 ⇒过
(10

3 , 1
)

.

注：本题也可正常由顶点三角书写，我只是想展示一下斜率同构。
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7.3 解点与旋转三角的融合

y 解解解点点点与与与旋旋旋转转转方方方法法法

核心思想： 已知一个点，根据条件，把另一个点坐标解出来。

例：
x2

4 + y2

3 = 1, 过 (−1, 0) 的 lAB.

A(x0, y0)，则用x0, y0表示B点坐标。

设

lAB : y = kx + m, 过(−1, 0) ⇒ m = k.

取AB中点为M，有

t1 + t2 = 2
√

3
m − 2k

, t1t2 = m + 2k

m − 2k
.

从而

M

(
− 4k2

3 + 4k2 ,
3k

3 + 4k2

)
.

由k = y0

x0 + 1代入M坐标中：

M

(
x2

0 − 4
2x0 + 5 ,

y0(x0 + 1)
2x0 + 5

)
.

由 
x0 + xB = 2xM ,

y0 + yB = 2yM ,

x2
0

4 + y2
0
3 = 1,

⇒ B

(−5x0 − 8
2x0 + 5 ,

−3y0

2x0 + 5

)
.

至此解点完成。

会有人会发现，这和”统一变量”那章节思想相同，其用t1或t2表示B点坐标。而解点用x0, y0虽然一样，但前者

精度高，易让计算量增大；后者精度低，但也有一定的计算，相比前者计算轻松，更直观！

知识具有联系性，前一章学习的旋转三角，在这一章也可以一起使用！
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v 例例例题题题 34：：：第第第一一一届届届形形形影影影杯杯杯
题目：已知椭圆

Ω : y2

2 + x2 = 1,

下准线为l，下焦点为F；抛物线Γ的准线为l1，焦点为F1。 A是Ω上的动点，D是Γ上的动点（A, D在y轴异侧）。

DF交Γ于E，AF交Ω于B，DB与AE的交点为点P。

(1) 求Γ的标准方程；

(2) 证明：DB与AE的交点在定直线上。

解：

x

y

p

F

A

B

D

E

P

旋转前

x

yl1

F

A

B

D

E

P

旋转后

(1)
x2 = 2y + 3.

(2) 将Γ顺时针旋转90◦，得

Γ′ : y2 = 2x + 3, Ω′ : x2

2 + y2 = 1.

可以设

A

(√
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2t1

1 + t2
1

)
, B

(√
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2t2

1 + t2
2

)
,

D

(
t2
3 − 3

2 , t3

)
, E

(
t2
4 − 3

2 , t4

)
.

由同构三角：

t1 + t2 = 2
m1 −

√
2 k1

, t1t2 = m1 +
√

2 k1

m1 −
√

2 k1
, t3 + t4 = 2

k2
, t3t4 = −1.

又

lAB : y = k1x + m1, lDE : y = k2x + m2,

均过(−1, 0) ⇒ k1 = m1, k2 = m2。

则

xA + xB = − 4k2
1

1 + 2k2
1

, yA + yB = 2k1

1 + 2k2
1

,

以及

xE + xD = 2
k2

2
− 2, yE + yD = 2

k2
, k1 = yA

xA + 1 , k2 = yE

xE + 1

此时

B

(
−4 + 3xA

3 + 2xA

, − yA

3 + 2xA

)
, D

(
−4 + 3xE

3 + 2xE

, − 1
yE

)
.
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并写 lAE : y = kAEx + mAE ,

lBD : y = kBDx + mBD.

可得

kBD = (yAyE − 2xA − 3)(2xE + 3)
yE(xA − xE) , kAE = yA − yE

xA − xE

.

取lBD与lAE交点为P，则

xP = mBD − mAE

kAE − kBD

= −(8xE + 12)(xA + 1) + 4yAyE(1 + xE)
(4xE + 6)(xA + 1) − 2yAyE(1 + xE) = −2.

若旋转回去，交于y = 2上。
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v 例例例题题题 35：：：网网网络络络试试试题题题
已知双曲线

C : y2

a2 − x2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

的离心率为
√

2，点A(
√

2, 2)在C上，直线l : y = kx + 1与C的上、下两支分别交于点M, N（异于点A）。

(1) 求C的方程；

(2) 若直线AM, AN的斜率均存在且不为0，求直线AM, AN的斜率的倒数之和；

(3) 设直线AM, AN分别交x轴于P, Q两点，若M, N, P, Q四点共圆，求直线l的方程。

解：

x

y

A

l

M

N

P Q

旋转前

C′

x

y

A′

B′
M ′

N ′

P ′

Q′

旋转后

(1)
y2 − x2 = 2.

(2) 将C逆时针旋转90◦，得

C ′ : x2 − y2 = 2.

B(0, 1) → B′(−1, 0), A(
√

2, 2) → A′(−2,
√

2)。
可设

M

(√
2(1 + t2

1)
1 − t2

1
,

2t1

1 − t2
1

)
, N

(√
2(1 + t2

2)
1 − t2

2
,

2t2

1 − t2
2

)
, A

(√
2(1 + t2

0)
1 − t2

0
,

2t0

1 − t2
0

)
,

其中t0 = −(
√

2 + 1)。
由旋转90◦性质：k · k′ = −1，从而

1
kAM

+ 1
kAN

= −(k′
AM + k′

AN ) = −(t0 + t1)(t0 + t2) + 2t0(t1 + t2) + 2t1t2 + 1
t2
0 + t0(t1 + t2) + t1t2

.

设

lMN : y = kx + m, 过 B′(−1, 0) ⇒ k = m.

由同构三角：

t1 + t2 = 2
√

2√
2 k − m

, t1t2 =
√

2 k + m√
2 k − m

,

代入上式中，得

原式 = (
√

2 + 1)(4
√

2 k − 8)
(
√

2 + 1)(2k − 2
√

2)
= 2

√
2.

(3) 设
lMN : y = k(x + 1).

令x = 0 ⇒ y = k，记O(0, k), P (0, yP ), Q(0, yQ)。
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lAM : y = k′
AM (x + 2) +

√
2,

lAN : y = k′
AN (x + 2) +

√
2,

x = 0 ⇒

yP = 2k′
AM +

√
2,

yQ = 2k′
AN +

√
2.

由(2)得
k′

AM + k′
AN = −2

√
2.

则

yP + yQ = −2
√

2,

yQyP = 4k′
AM k′

AN − 6 = 4 · t0t1t2 + t0(t1 + t2) + 1
t2
0 + t0(t1 + t2) + t1t2

− 6 = 6k + 2
√

2
k −

√
2

.

且

xM xN =
2
[
(t1 + t2)2 + (t1t2 − 1)2]
(t1 + t2)2 − (t1t2 − 1)2 = k2 + 2

k2 − 1 .

由圆幂定理：

|OM | · |ON | = |OP | · |OQ| ⇒ (k2 + 1) · |xM xN | =
∣∣yP yQ − k(yP + yQ) + k2∣∣.

⇒ (k2 + 2)(k2 + 1)
k2 − 1 = (k2 + 2)(k +

√
2)

k −
√

2
⇒ k = 1√

2
.

方程旋转回去：k = −
√

2。则
lMN : y = −

√
2 x + 1.
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7.4 切线同构

y 切切切线线线同同同构构构

从上篇的直线同构，还可以延伸出切线同构。一般的切线同构有两种：

1. 过曲线外一点，作曲线的两条切线；

2. 过曲线上两点，作另一曲线的切线。

例（第一种）： 过曲线
x2

a2 + y2

b2 = 1

外一点P作两条切线，切曲线于A, B两点，求P的坐标。

可设

A

(
a(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2bt1

1 + t2
1

)
, B

(
a(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2bt2

1 + t2
2

)
,

有

lAB : xxP

a2 + yyP

b2 = 1,

代入A, B坐标，得

t2
2(ab + bxP ) − 2ayP t2 + ab − bxP = 0 ⇒ t1 + t2 = 2ayP

ab + bxP

, t1t2 = a − xP

a + xP

.

可解得

P

(
a(1 − t1t2)

1 + t1t2
,
b(t1 + t2)
1 + t1t2

)
.

同样的也可推到：

lAB : ay(t1 + t2) − bx(t1t2 − 1) = ab(t1t2 + 1)

即

lAB : y · t1 + t2

b(t1t2 + 1) + x · 1 − t1t2

a(t1t2 + 1) = 1,

与
xxP

a2 + yyP

b2 = 1对比可得P坐标。

例（第二种）： 过曲线
x2

a2 + y2

b2 = 1

上两点，作曲线
x2

A2 + y2

B2 = 1

的切线。

先设曲线
x2

a2 + y2

b2 = 1上A, B两点：

A

(
a(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2bt1

1 + t2
1

)
, B

(
a(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2bt2

1 + t2
2

)
.

再设曲线
x2

A2 + y2

B2 = 1上的切点

C

(
A(1 − t2

0)
1 + t2

0
,

2Bt0

1 + t2
0

)
.
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由切线方程
xxC

A2 + yyC

B2 = 1

代入A, B坐标，便可得到t1 + t2, t1t2与t0的关系式。

y 彭彭彭赛赛赛列列列小小小定定定理理理

定理内容 过以F1, F2为焦点的椭圆外任意一点S向椭圆作切线，切点分别为A, B，则

∠F1SA = ∠F2SB.

x

y

F1 F2

S

A

B

证明：

不妨设

A

(
a(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2bt1

1 + t2
1

)
, B

(
a(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2bt2

1 + t2
2

)
.

设

lAB : xxs

a2 + yys

b2 = 1,

代入 (
a(1 − t2

i )
1 + t2

i

,
2bti

1 + t2
i

)
, i = 1, 2,

得

t2
i (ab + bxs) − 2aysti + ab − bxs = 0 ⇒ t1 + t2 = 2ays

ab + bxs

, t1t2 = a − xs

a + xs

.

因此

S

(
a(1 − t1t2)

1 + t1t2
,
b(t1 + t2)
1 + t1t2

)
.

由切线方程

kAS = b

2a
· t2

1 − 1
t1

, kSF1 = b(t1 + t2)
a + c + t1t2(c − a) .

于是

tan∠F1SA =
∣∣∣∣ kSA − kSF1

1 + kSAkSF1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ (1 + t1t2)

[
t2
1(c − a) − (a + c)

][
(a + c)t1 + t2(c − a)

][
t2
1(a − c) + a + c

] ∣∣∣∣∣ = b|1 + t1t2|
(a + c)t1 + t2(c − a) .

同理：

tan∠F2SB = b|1 + t1t2|
(a + c)t1 + t2(c − a) .

故

∠F1SA = ∠F2SB. QED!
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v 例例例题题题 36：：：kuing论论论坛坛坛
P为圆O : x2 + y2 = 1上一动点，圆O在点P处切线交椭圆

C : x2

3 + y2

2 = 1

于A, C两点，再过点A, C作圆O的另一条切线分别交椭圆C于点B, D两点，过点B, D作圆O的另一条切线相交

于点Q，求动点Q的轨迹方程。

解：

x

y

P

A

B C

D

Q

N

M

可以设切点

P

(1 − t2
1

1 + t2
1
,

2t1

1 + t2
1

)
, M

(1 − t2
2

1 + t2
2
,

2t2

1 + t2
2

)
, N

(1 − t2
3

1 + t2
3
,

2t3

1 + t2
3

)
,

K

(1 − t2
4

1 + t2
4
,

2t4

1 + t2
4

)
, J

(1 − t2
5

1 + t2
5
,

2t5

1 + t2
5

)
.

P为lAC切点，M为lCD切点，N为lAB切点，K为lDQ切点，J为lBQ切点。

由前文所述可得

A

(1 − t1t3

1 + t1t3
,

t1 + t3

1 + t1t3

)
, C

(1 − t1t2

1 + t1t2
,

t1 + t2

1 + t1t2

)
,

B

(1 − t3t5

1 + t3t5
,

t3 + t5

1 + t3t5

)
, D

(1 − t2t4

1 + t2t4
,

t2 + t4

1 + t2t4

)
,

以及

Q

(1 − t4t5

1 + t4t5
,

t4 + t5

1 + t4t5

)
.

由题意知A, B, C, D均在椭圆上，代入可得

4t2
1t2

3 − 3t2
1 − 3t2

3 + 10t1t3 + 4 = 0,

4t2
1t2

2 − 3t2
1 − 3t2

2 + 10t1t2 + 4 = 0.

t2, t3为

4t2
1t2 − 3t2

1 − 3t2 + 10t1t + 4 = 0

的两根，从而

t2 + t3 = −10t1

4t2
1 − 3 , t2t3 = 4 − 3t2

1
4t2

1 − 3 .

同理

t1 + t5 = −10t3

4t2
3 − 3 , t1t5 = 4 − 3t2

3
4t2

3 − 3 ,

以及

t1 + t4 = −10t2

4t2
2 − 3 , t1t4 = 4 − 3t2

2
4t2

2 − 3 .
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联立这三个式子可得

t4t5 = 1200 − 49t2
1

1200t2
1 − 49 , t4 + t5 = −2402t1

1200t2
1 − 49 .

代入Q坐标

Q

(−1249(1 − t2
1)

1151(1 + t2
1) ,

−1201 · 2t1

1151(1 + t2
1)

)
.

又P在x2 + y2 = 1上，因此
Q 一定在

x2( 1249
1151

)2 + y2( 1201
1151

)2 = 1.

� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

[点拨] 此题若不联立三个式子，还可以：

t1t5 + 3
4 =

7
4

4t2
3 − 3 , t1t5 + 4

3 =
7
3 t2

1

4t2
3 − 3 ,

则有

(t1 + t5)2 = 1200
49

(
t1t5 + 4

3

)(
t1t5 + 3

4

)
.

⇒
t2
5(1200t2

1 − 49) + 2402t1t5 + 1200 − 49t2
1 = 0.

同理：

t2
4(1200t2

1 − 49) + 2402t1t4 + 1200 − 49t2
1 = 0.

t4, t5为

t2(1200t2
1 − 49) + 2402t1t + 1200 − 49t2

1 = 0

的两个根。

⇒ t4 + t5 = −2402t1

1200t2
1 − 49 , t4t5 = 1200 − 49t2

1
1200t2

1 − 49 .

这也是比较基础的配凑同构思想
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v 例例例题题题 37：：：网网网络络络试试试题题题
已知点A在圆(x − c)2 + y2 = 4a2上，以A作椭圆

x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0)

的两条切线，交圆的另一点分别交于B, C两点，求证：BC与椭圆相切。

证明：

x

y

A

B

C

X

Y

Z

设x
(

a(1−t2
1)

1+t2
1

, 2bt1
1+t2

1

)
y2 z3, x, y, z 均为切点. 反证：令lBC与椭圆相切，则反需证A点在圆上！

由同构三角：

B

(
a(1 − t1t3)

1 + t1t3
,
b(t1 + t3)
1 + t1t3

)
, C

(
a(1 − t2t3)

1 + t2t3
,
b(t2 + t3)
1 + t2t3

)
, A

(
a(1 − t1t2)

1 + t1t2
,
b(t1 + t2)
1 + t1t2

)
.

B, C均在圆(x − c)2 + y2 = 4a2上，代入坐标

t2
i

[
b2 + (c2 + 2ac − 3a2)t2

3
]

− 8a2t3ti + b2t2
3 + c2 − 2ac − 3a2 = 0, i = 1, 2.

从而

t1 + t2 = 8a2t3

b2 + (c2 + 2ac − 3a2)t2
3
, t1t2 = b2t2

3 + c2 − 2ac − 3a2

b2 + (c2 + 2ac − 3a2)t2
3
.

代入A的坐标中

A

((2a2 + ac − c2) − (2a2 − ac − c2)t2
3

(c − a)t2
3 − (a + c) ,

4abt3

(c − a)t2
3 − (a + c)

)
.

记A(xA, yA)，并令

P = 2a2 + ac − c2, Q = 2a2 − ac − c2, R = c − a, S = a + c.

则

xA = P − Qt2
3

Rt2
3 − S

, yA = 4abt3

Rt2
3 − S

.

于是

Rt2
3 − S = RP − SQ

RxA + Q
= −4ab2

RxA + Q
, t3 = −byA

RxA + Q
.

y2比对：

t2
3 = b2y2

A

(RxA + Q)2 = P + SxA

RxA + Q
.

代入P, Q, R, S得

(xA − c)2 + y2
A = 4a2. QED!
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v 例例例题题题 38：：：昊昊昊天天天数数数学学学公公公众众众号号号题题题目目目
已知椭圆

x2

4 + y2

3 = 1,

圆O : x2 + y2 = 3，A(−2, 0)，B(2, 0)，C为圆O上的一个动点，过点C作圆O的切线交椭圆于D, E两点，直

线AD与直线BE交于点F，求动点F的轨迹方程。

解：

x

y

A B

C
D

E

F

不妨设

C

(√
3(1 − t2

0)
1 + t2

0
,
2
√

3 t0

1 + t2
0

)
, D

(
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,
2
√

3 t1

1 + t2
1

)
, E

(
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,
2
√

3 t2

1 + t2
2

)
.

易知lDE : xxC + yyC = 3。由切线同构：

t2(3t2
0 − 2

√
3 t0 + 3 + 2

√
3) − 12t0t + 3 − 2

√
3 + 3t2

0 + 2
√

3 t2
0 = 0.

t1t2 = t2
0(3 + 2

√
3) + 3 − 2

√
3

t2
0(3 − 2

√
3) + 3 + 2

√
3

, t1,2 = 6t0 ±
√

3 |t2
0 − 1|

t2
0(3 − 2

√
3) + 3 + 2

√
3

.


lAD : y =

√
3 t1

2 (x + 2),

lBE : y = −
√

3
2t2

(x − 2),
⇒ F

(
2(1 − t1t2)

t1t2 + 1 ,
2
√

3 t1

t1t2 + 1

)
=
(

4
√

3(1 − t2
0)

3(t2
0 + 1) ,

2
√

3 t0 ± |t2
0 − 1|

t2
0 + 1

)
.

注意到 ( 2t0

1 + t2
0

)2

+
(1 − t2

0
1 + t2

0

)2

= 1 ⇐⇒ A2 + B2 = 1,

|B| =
√

3|x|
4 , y =

√
3 A ± |B|.

由此推出轨迹满足

3x2 ± 2
√

3 |x| y + 4y2 = 12.
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v 例例例题题题 39：：：2023年年年全全全国国国教教教师师师基基基本本本功功功大大大赛赛赛
设O为坐标原点，椭圆

C1 : x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0),

双曲线

C2 : x2

a2 − y2

b2 = 1

上一点T的切线交C1于A, B两点。直线OT交C1于C, D两点，且A, D在x轴同侧。

(1) 设F为C2右焦点，设直线AF, BF斜率分别为k1, k2，求k1 · k2取值范围。

(2) 设AC与BD交于点P，记△PAD, △PBC面积分别为S1, S2，求|S1 − S2|最大值。

解：

x

y

T

O F

A

B

C

D

P

(1)
不妨设

T

(
a(1 + t2

0)
1 − t2

0
,

2bt0

1 − t2
0

)
, A

(
a(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2bt1

1 + t2
1

)
, B

(
a(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2bt2

1 + t2
2

)
, F (c, 0).

我们易知（切线方程）

lAB : xxT

a2 − yyT

b2 = 1 =⇒ y = b(1 + t2
0)

2at0
x + b(t2

0 − 1)
2t0

(⋆).

不妨代入 (
a(1 − t2

i )
1 + t2

i

,
2bti

1 + t2
i

)
到 (⋆) (i = 1, 2),

得

t2
i + 2t0ti − t2

0 = 0 ⇒ t1 + t2 = −2t0, t1t2 = −t2
0 (1).

kAF = 2bt1

a − c − t2
1(a + c) , kBF = 2bt2

a − c − t2
2(a + c) .

由(1)有(t1 + t2)2 = 4t2
0 ⇒ t2

1 + t2
2 = 6t2

0，则

kAF kBF = 4b2t1t2

(a − c)2 + b2(t2
1 + t2

2) + t2
1t2

2(a + c)2

= −4b2t2
0

(a − c)2 + t4
0(a + c)2 + 6t2

0b2

= −4b2

(a − c)2

t2
0

+ t2
0(a + c)2 + 6b2

≥ −4b2

2b2 + 6b2 = −1
2 .

当t2
0 → +∞时，上式→ 0，故

kAF kBF ∈
[
−1

2 , 0
)

.
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当且仅当

t2
0 = c − a

c + a

时取等。

(2)
不妨再设

C

(
a(1 − t2

3)
1 + t2

3
,

2bt3

1 + t2
3

)
, D

(
a(1 − t2

4)
1 + t2

4
,

2bt4

1 + t2
4

)
.

lOT = lCD ⇒ lOT : y = 2bt0

a(1 + t2
0)x，将

(
a(1 − t2

j)
1 + t2

j

,
2btj

1 + t2
j

)
代入（j = 3, 4）：

t0t2
j + tj(1 + t2

0) − t0 = 0 ⇒ t3 + t4 = −1 + t2
0

t0
, t3t4 = −1. (2)

|S△P AD − S△P BC | = |S△ACD − S△BCD| = 1
2 |CD| ·

∣∣dA→lCD
− dB→lCD

∣∣,
且

lCD : a y(t3 + t4) + 2bx = 0.

dA→lCD
= |ayA(t3 + t4) + 2bxA|√

a2(t3 + t4)2 + 4b2
, dB→lCD

= |ayB(t3 + t4) + 2bxB|√
a2(t3 + t4)2 + 4b2

.

∣∣dA→lCD
− dB→lCD

∣∣ = 2ab|t2 − t1|√
a2(t3 + t4)2 + 4b2

∣∣∣∣(t3 + t4)(t1t2 − 1) + 2(t1 + t2)
1 + t2

1t2
2 + t2

1 + t2
2

∣∣∣∣ .
|CD| = 2

√
4b2 + a2(t3 + t4)2

|t3 − t4|
.

从而原式化为

|S△P AD − S△P BC | = 2ab

∣∣∣∣ t2 − t1

t3 − t4

∣∣∣∣ ∣∣∣∣(t3 + t4)(t1t2 − 1) + 2(t1 + t2)
1 + t2

1t2
2 + t2

1 + t2
2

∣∣∣∣ .
结合(1)与(2)（给出：t1t2 = −t2

0, t1 + t2 = −2t0, t2
1 + t2

2 = 6t2
0），进一步化简为

|S△P AD − S△P BC | = 4
√

2 ab · t0(t2
0 − 1)2

(t4
0 + 6t2

0 + 1)3/2 = 4
√

2 ab · t2

(t2 + 8)3/2 ,

其中t = t0 − 1
t0
。令α = t2，则

|S△P AD − S△P BC | = 4
√

2 ab · α

(α + 8)3/2 .

由不等式（见下页引理）得
α

(α + 8)3/2 ≤
√

6
18 ,

故

|S1 − S2|max = 4
√

2 ab ·
√

6
18 = 4

√
3 ab

9 .

当且仅当t = ±4时取等。
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� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

不等式引理：对于x > 0, c > 0，有

f(x) = x

(x + c)3/2 ≤ 2
√

3c

9c
, 当且仅当 x = 2c 时取等。

由三元均值：

a + b + c ≥ 3 3
√

abc ⇒ x

2 + x

2 + c ≥ 3 3

√
cx2

4 ⇒ (x + c)3 ≥ 27cx2

4 .

⇒ (x + c)3/2 ≥ 3
√

3c x

2 ⇒ x

(x + c)3/2 ≤ 2
3
√

3c
= 2

√
3c

9c
.

当且仅当x = 2c时取等！
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附录 A 附录

A.1 三角参数设点的书写过程

[ 椭椭椭圆圆圆参参参数数数设设设点点点推推推导导导

以椭圆为例

x2

4 + y2

3 = 1

上有 A, B 两点，由 sin2 θ + cos2 θ = 1 可设

A(2 cos θ,
√

3 sin θ), B(2 cos α,
√

3 sin α).

而

cos θ =
cos2 θ

2 − sin2 θ
2

1 =
cos2 θ

2 − sin2 θ
2

sin2 θ
2 + cos2 θ

2
=

1 − tan2 θ
2

1 + tan2 θ
2

,

sin θ =
2 sin θ

2 cos θ
2

1 =
2 sin θ

2 cos θ
2

sin2 θ
2 + cos2 θ

2
=

2 tan θ
2

1 + tan2 θ
2

.

令 t1 = tan θ
2，则

A

(
2(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2
√

3 t1

1 + t2
1

)
.

同理令 t2 = tan α
2 (t1 ̸= t2)，则

B

(
2(1 − t2

2)
1 + t2

2
,

2
√

3 t2

1 + t2
2

)
.

y 两点式推导

此时已完成参数设点，而对两点式

kAB = yA − yB

xA − xB

=
√

3 (t1t2 − 1)
2(t1 + t2) .

lAB : y = kAB(x − xA) + yA

代入坐标，化简得：

lAB : 2y(t1 + t2) −
√

3 x(t1t2 − 1) = 2
√

3(t1t2 + 1).

同样的，也可以使用同构三角来书写。

A.2 参数设点的多种形式

[ 多多多种种种参参参数数数设设设点点点形形形式式式

这也是三角参数法的一个核心视角：代数恒等式 + 几何变换。
从代数恒等式

sin2 θ + cos2 θ = 1, sec2 θ − tan2 θ = 1, csc2 θ − cot2 θ = 1
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可以设点，再用万能公式 t = tan θ
2 做半角有理化。例如在椭圆

x2

a2 + y2

b2 = 1,除A(a cos θ, b sin θ)也可写成

A(±a sin θ, ±b cos θ), A(±a sin θ, ∓b cos θ),

这些形式本质上都来自旋转变换与对称变换，始终满足椭圆方程。几何上要区分三件事：

(x, y) 7→ (y, x) 是关于 y = x 的对称,

(x, y) 7→ (−y, x) 是逆时针 90◦ 旋转,

(x, y) 7→ (y, −x) 是顺时针 90◦ 旋转.

因此

(a cos θ, b sin θ) 7→ (a sin θ, b cos θ)

通常应理解为离心角基准改变（如 θ 7→ π
2 − θ），不直接等同于旋转；仅当 a = b（圆）时两者才完全等价。

若用复数 z = x + iy 统一记号，则

z 7→ iz ⇐⇒ (x, y) 7→ (−y, x), z 7→ iz ⇐⇒ (x, y) 7→ (y, x).

这也解释了“换位”和“旋转”在本质上的区别。

∞ 双曲换元

由

cosh2 x − sinh2 x = 1, sinh x = ex − e−x

2 , cosh x = ex + e−x

2 ,

令 t = ex，则有 (
t + 1

t

2

)2

−
(

t − 1
t

2

)2

= 1.

如此双曲线便有了新的一种参数坐标，但因涉及双曲函数（属于大学内容，高中超纲），在高考答题中不易直接

作为标准步骤使用。

但我们不难发现 “csc2 θ − cot2 θ = 1” 使用万能公式转化一下：(1 + t2

2t

)2

−
(1 − t2

2t

)2

= 1,

与上述恒等式代数结构完全一致！

- 欧拉公式解释

我们根据欧拉公式，便可解释这些点：

eiθ = cos θ + i sin θ.

cosh(iθ) = eiθ + e−iθ

2 = cos θ, sinh(iθ) = eiθ − e−iθ

2 = i sin θ.

则有

cosh2(iθ) − sinh2(iθ) = 1 ⇐⇒ cos2 θ + sin2 θ = 1,

再由 tan θ = sin θ

cos θ
可推 “csc2 θ − cot2 θ = 1”。

所以从代数小恒等式 “csc2 θ − cot2 θ = 1” 解决了双曲换元的合理性。
注：常常不使用该类参数设点，结构并不是很美观，使用人群不够多且仅可在双曲线上使用。
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A.3 双曲线参数方程与两点式

[ 双双双曲曲曲线线线参参参数数数方方方程程程与与与两两两点点点式式式

x = a

2

(
t + 1

t

)
, y = b

2

(
t − 1

t

)
.

⇒ A

(
a

2

(
t1 + 1

t1

)
,

b

2

(
t1 − 1

t1

))
。

故双曲线
x2

a2 − y2

b2 = 1

上任意一点都可以写成

A

(
a(t2

1 + 1)
2t1

,
b(t2

1 − 1)
2t1

)
.

如果

B

(
a

2

(
t2 + 1

t2

)
,

b

2

(
t2 − 1

t2

))
也在双曲线上，则有

kAB = b(t1t2 + 1)
a(t1t2 − 1) .

两点式：

lAB : a(t1t2 − 1)y − b(t1t2 + 1)x + ab(t1 + t2) = 0.

¢ 参数 t 的范围

0

0

−∞

+∞

0

−1

−1

1

1

� 证明：由双曲线 E 的方程可得：

x2

a2 − y2

b2 =
(x

a
+ y

b

)(x

a
− y

b

)
= 1,

令


t = x

a
+ y

b1
t

= x

a
− y

b

，得：


x = a(t2 + 1)

2t

y = b(t2 − 1)
2t

。
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设点 A

(
a(t2

1 + 1)
2t1

,
b(t2

1 − 1)
2t1

)
、B

(
a(t2

2 + 1)
2t2

,
b(t2

2 − 1)
2t2

)
，则

kAB =

b(t2
2 − 1)
2t2

− b(t2
1 − 1)
2t1

a(t2
2 + 1)
2t2

− a(t2
1 + 1)
2t1

= − b

a
· 1 + t1t2

1 − t1t2
.

所以直线 AB：

y − b(t2
1 − 1)
2t1

= − b

a
· 1 + t1t2

1 − t1t2

(
x − a(t2

1 + 1)
2t1

)
⇒ b(1 + t1t2)x + a(1 − t1t2)y = ab(t1 + t2).

故直线 AB 的两点式代数参数方程为 b(1 + t1t2)x + a(1 − t1t2)y = ab(t1 + t2)。

¥ 推论 1：直线 AB 的斜率为 − b

a
· 1 + t1t2

1 − t1t2
。

¥ 推论 2：若点 A, B 关于 y 轴对称，则 t1t2 = −1。
¥ 推论 3：若点 A, B 关于 x 轴对称，则 t1t2 = 1。
¥ 推论 4：若点 A, B 关于原点对称，则 t1 + t2 = 0。
¥ 推论 5：双曲线 E 上点 A, B 处的切线的交点为 T

(
a(1 + t1t2)

t1 + t2
,
b(1 − t1t2)

t1 + t2

)
。

¥ 推论 6：弦长 |AB| = |t2 − t1|
√

a2(t1t2 − 1)2 + b2(t1t2 + 1)2

2|t1t2|
。

¥ 推论 7：线段 AB 的中点 T

(
a(t1t2 + 1)(t1 + t2)

4t1t2
,
b(t1t2 − 1)(t1 + t2)

4t1t2

)
。

A.4 双曲线动点构造问题

� 例例例题题题：：：2024全全全国国国二二二卷卷卷

已知双曲线 C : x2 − y2 = m (m > 0)，点 P1(5, 4) 在 C 上，k 为常数，0 < k < 1。
按照如下公式依次构造点 Pn (n = 2, 3, . . .)：过点 Pn−1 作斜率为 k 的直线与 C 的左支点交于点 Qn−1，令 Pn

为 Qn−1 关于 y 轴的对称点，记 Pn 的坐标为 (xn, yn)。

(1) 证明：数列 {xn − yn} 是公比为 1 + k

1 − k
的等比数列。

(2) 设 Sn 为 △PnPn+1Pn+2 的面积，证明：对于任意正整数 n，Sn = Sn+1。

¥ 解析

(1) 解法一
设点

Pn

(3(t2
n + 1)
2tn

,
3(t2

n − 1)
2tn

)
, Pn+1

(3(t2
n+1 + 1)
2tn+1

,
3(t2

n+1 − 1)
2tn+1

)
,

Qn

(
−

3(t2
n+1 + 1)
2tn+1

,
3(t2

n+1 − 1)
2tn+1

)
.

要证数列 {xn − yn} 是公比为 1 + k

1 − k
的等比数列，即证数列

{ 3
tn

}
是公比为

1 + k

1 − k
的等比数列。

∵ k =

3(t2
n − 1)
2tn

−
3(t2

n+1 − 1)
2tn+1

3(t2
n + 1)
2tn

+ 3(t2
n+1 + 1)
2tn+1

= (1 + tntn+1)(tn − tn+1)
(1 + tntn+1)(tn + tn+1) = tn − tn+1

tn + tn+1
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⇒ (1 − k)tn = (1 + k)tn+1.

∴
tn

tn+1
=

3
tn+1

3
tn

= 1 + k

1 − k
⇒数列

{ 3
tn

}
是公比为

1 + k

1 − k
的等比数列。

故数列 {xn − yn} 是公比为 1 + k

1 − k
的等比数列。

(2) 解法一
由题意可知，要证 Sn = Sn+1，即证 kPnPn+3 = kPn+1Pn+2。

设点

Pn

(3(t2
n + 1)
2tn

,
3(t2

n − 1)
2tn

)
, Pn+1

(3(t2
n+1 + 1)
2tn+1

,
3(t2

n+1 − 1)
2tn+1

)
,

Pn+2

(3(t2
n+2 + 1)
2tn+2

,
3(t2

n+2 − 1)
2tn+2

)
, Pn+3

(3(t2
n+3 + 1)
2tn+3

,
3(t2

n+3 − 1)
2tn+3

)
.

由 (2) 可知，
3
tn

=
(1 + k

1 − k

)n−1

⇒ tn = 3
(1 + k

1 − k

)1−n

.

∴ kPnPn+3 =

3(t2
n+3 − 1)
2tn+3

− 3(t2
n − 1)
2tn

3(t2
n+3 + 1)
2tn+3

− 3(t2
n + 1)
2tn

= −1 + tntn+3

1 − tntn+3
, kPn+1Pn+2 = −1 + tn+1tn+2

1 − tn+1tn+2
.

又

tntn+3 = 9
(1 + k

1 − k

)−2n−1

, tn+1tn+2 = 9
(1 + k

1 − k

)−2n−1

.

故

kPnPn+3 = −
1 + 9

(1 + k

1 − k

)−2n−1

1 − 9
(1 + k

1 − k

)−2n−1 = −

(1 + k

1 − k

)2n+1

+ 9(1 + k

1 − k

)2n+1

− 9
,

kPn+1Pn+2 = −

(1 + k

1 − k

)2n+1

+ 9(1 + k

1 − k

)2n+1

− 9
.

于是 kPnPn+3 = kPn+1Pn+2，故对于任意正整数 n，Sn = Sn+1。

(1) 解法二
可设

Pn

(3(1 + t2
n)

1 − t2
n

,
6tn

1 − t2
n

)
, Qn → tm, Pn+1 → tn+1, 其中： tmtn+1 = −1.

k = tntm + 1
tn + tm

= tn+1 − tn

tntn+1 − 1 ⇒ tn+1 − tn = k · T (T = tntn+1 − 1).

xn − yn → 3(1 − tn)
1 + tn

,

⇒ 1 − tn+1

1 + tn+1
× 1 + tn

1 − tn

= −T − Tk

−T + Tk
= 1 + k

1 − k
.
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(2) 解法二
由 (2)

3(1 − tn)
1 + tn

= q n−1
(

q = 1 + k

1 − k

)
⇒ tn = 3 − q n−1

q n−1 + 3 .

要证：Sn = Sn+1

⇔ SPnPn+1Pn+2 = SPn+1Pn+2Pn+3 ⇔ kPnPn+3 = kPn+1Pn+2 .

tntn+3 + 1 = 18 + 2q2n+1

(qn−1 + 3)(qn+2 + 3) , tn + tn+3 = 18 − 2q2n+1

(qn−1 + 3)(qn+2 + 3) .

⇒ kPnPn+3 = tntn+3 + 1
tn + tn+3

= 9 + q2n+1

9 − q2n+1 .

同理：

kPn+1Pn+2 = 9 + q2n+1

9 − q2n+1 ⇒ kPnPn+3 = kPn+1Pn+2 .

A.5 平移三角的参数表示

[ 平平平移移移三三三角角角的的的参参参数数数表表表示示示

平移实质是降维计算☆

○ 椭圆中的平移

在椭圆中：

A

(
a(1 − t2

1)
1 + t2

1
,

2bt1

1 + t2
1

)
.

一般的我们向右平移 a 个单位：

xA + a = 2a

1 + t2
1
.

若向左平移 a 个单位：

xA − a = − 2a t2
1

1 + t2
1
.

同理，向下/向上平移 b 个单位： 
yA + b = b(1 + t1)2

1 + t2
1

,

yA − b = −b(1 − t1)2

1 + t2
1

.

○ 双曲线中的平移

同样的在双曲线中：

A

(
a(1 + t2

1)
1 − t2

1
,

2bt1

1 − t2
1

)
.
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向右→ a : 2a

1 − t2
1
,

左→ a : − 2a t2
1

1 − t2
1
,

上→ b : b(2t1 + 1 − t2
1)

1 − t2
1

（并不推荐）,

下→ b : b(2t1 − 1 + t2
1)

1 − t2
1

（并不推荐）.

注意：一旦平移，所有坐标均需要平移。

� 平移三角推两点式

以椭圆为例：

y = 2bt

1 + t2 , x = a(1 − t2)
1 + t2

x + a = 2a

1 + t2

x − a = −2at2

1 + t2

(t − t1)(t − t2) = 0
t2 − (t1 + t2)t + t1t2 = 0

2t2

1 + t2 − 2(t1 + t2)t
1 + t2 + 2t1t2

1 + t2 = 0

− (x − a)
a

− y

b
(t1 + t2) + x + a

a
t1t2 = 0

⇓
ay(t1 + t2) − bx(t1t2 − 1) = ab(t1t2 + 1)

此处运用构造同构思想。

A.6 仿射变换与三角的熔炉

在前面的七章中，我们已将三角代换在代数上的威力发挥到了极致。然而，真正的绝世高手，从不满足于机械的代数

运算。”三角之道”的最高境界，是看透代数符号背后的几何幽灵。本章，我们将引入解析几何的降维重器——仿射变
换，为您揭开参数 t 真正的身世之谜。

A.6.1 降维打击：从椭圆到辅助圆

[ 仿仿仿射射射变变变换换换的的的核核核心心心思思思想想想

椭圆 E : x2

a2 + y2

b2 = 1 的计算之所以繁冗，皆因其 x 轴与 y 轴的地位不对等。若我们施展仿射变换，令：

x′ = x, y′ = a

b
y

则椭圆瞬间被”拉伸”为辅助圆 C : x′2 + y′2 = a2。

○ 几何本质

此时，椭圆上的动点 P (x, y) 被映射为圆上的点 P ′(x′, y′)。我们熟知的参数化 x = a cos θ, y = b sin θ，在仿射

变换的视角下，其本质就是——辅助圆上动点 P ′ 的圆心角！
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x

y

P (x, y)

x

y

椭圆 E

仿射

y′ = a
b
y

x′

y′

P ′(x′, y′)

θ

辅助圆 C

. 仿射变换的核心性质

仿射变换保持以下几何结构：

1. 共线性：变换前共线的点，变换后仍共线；

2. 面积比：变换后的面积关系为 S′ = a

b
· S（等比放缩）；

3. 切线对应：椭圆的切线变换后成为辅助圆的切线；

4. 中点、平行：线段的中点仍是中点，平行线仍平行。

A.6.2 半角参数 t 的终极几何意义

y 参参参数数数 t 的的的几几几何何何身身身世世世

我们在第一章引入了万能代换 t = tan θ

2，从而得到：

x = a
1 − t2

1 + t2 , y = b
2t

1 + t2

这个 t 究竟是何方神圣？它仅仅是一个代数巧合吗？绝非如此！

○ 辅助圆上的几何解释

在辅助圆 C 中，设左顶点为 A′(−a, 0)。连接 A′ 与动点 P ′(a cos θ, a sin θ)，这条直线交 y 轴于点 M(0, m)。
由直线的斜率可知：

kA′P ′ = a sin θ − 0
a cos θ − (−a) = sin θ

1 + cos θ
= tan θ

2

而该直线在 y 轴上的截距即为 a · tan θ

2。
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x

y

A′(−a, 0)

P ′

M(0, at)

θ
2

θ

� 核心洞见

所谓的三角参数 t，在几何上，正比于极点投影直线在虚轴（或短轴）上的截距！

更直观地说：t 就是从辅助圆的左顶点 A′ 出发、射向圆上动点 P ′ 的射线，与 y 轴交点的纵坐标（除以 a）。

理解了这一点，你就能在面对极其复杂的动点共线、定点投影问题时，直接用相似三角形的比例关系秒杀，而

无需动用哪怕一行的两点式方程。

A.6.3 实战演练：仿射三角的降维打击

v 例例例题题题 39：：：仿仿仿射射射三三三角角角降降降维维维示示示范范范

题目：已知椭圆 C : x2

4 + y2 = 1，点 P (2, 0)。过左顶点 A(−2, 0) 作直线交椭圆于 M，过点 M 作 x 轴的垂线

交椭圆于 N（M, N 关于 x 轴对称）。求证：直线 PN 的斜率与直线 AM 的斜率之积为定值。

解：

x

y

A P

M

N

【常规解法】 设 M, N 坐标，求算斜率相乘。虽不难，但缺少美感。

【三角解法】 设 M 对应的参数为 t，则 N 对应的参数为 −t（由第三章t值分布可知，关于 x 轴对称，参数

互为相反数）。

此处 a = 2, b = 1，故：
M

(2(1 − t2)
1 + t2 ,

2t

1 + t2

)
, N

(2(1 − t2)
1 + t2 , − 2t

1 + t2

)
.

kAM =
2t

1+t2 − 0
2(1−t2)

1+t2 − (−2)
= 2t

2 − 2t2 + 2 + 2t2 = 2t

4 = t

2

kP N =
−2t
1+t2 − 0

2(1−t2)
1+t2 − 2

= −2t

2 − 2t2 − 2 − 2t2 = −2t

−4t2 = 1
2t

两者相乘：

kAM · kP N = t

2 · 1
2t

= 1
4

定值瞬间跃然纸上。没有联立，没有韦达定理，只有最纯粹的代数结构美。
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� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

仿射视角的理解： 上述问题在仿射变换 y′ = 2y 下，椭圆变为圆 x2 + y′2 = 4。关于 x 轴对称的两点 M, N 在

圆上的对称性更加直观——AM 与 PN 的斜率之积为定值，本质上是辅助圆上调和点列的体现！

这揭示了一个深刻的事实：三角参数 t 的代数优美性，正是仿射变换的几何优美性在代数层面的忠实投影。

A.7 万剑归宗：焦半径公式的参数化

高考解析几何中，有一类问题让无数学子闻风丧胆：焦半径与焦点弦的极值问题。由于涉及到根号下的两点距离公式，

常规联立往往会陷入”走火入魔”的计算深渊。但若将焦半径与三角参数强强联合，便能化繁为简，万剑归宗。

A.7.1 距离的代数化表达

y 三三三角角角焦焦焦半半半径径径终终终极极极公公公式式式

对于椭圆 E : x2

a2 + y2

b2 = 1，其右焦点为 F (c, 0)，离心率为 e = c

a
。

根据圆锥曲线第二定义，椭圆上任意一点 P (x, y) 到右焦点的距离为：

|PF | = a − ex

将我们的三角参数 x = a
1 − t2

1 + t2 代入：

|PF | = a − e · a
1 − t2

1 + t2 = a

(1 + t2 − e(1 − t2)
1 + t2

)
合并同类项，得到三角焦半径终极公式：

|PF右| = a · (1 − e) + (1 + e)t2

1 + t2

同理，到左焦点的距离：

|PF左| = a · (1 + e) + (1 − e)t2

1 + t2

[ 公公公式式式的的的代代代数数数结结结构构构剖剖剖析析析

○ 关键观察

观察焦半径公式，分子和分母都是关于 t2 的一次多项式！

|PF | = a · α + βt2

1 + t2 , α = 1 − e, β = 1 + e.

这意味着什么？这意味着无论焦点弦怎么转动，弦长的倒数、焦半径的比例，都将化为极其简单的有理分式。

○ 特殊值一览

参数 t 椭圆上的位置 |PF右| |PF左|

t = 0 右顶点 (a, 0) a(1 − e) = a − c a(1 + e) = a + c

t → ±∞ 左顶点 (−a, 0) a(1 + e) = a + c a(1 − e) = a − c

t = ±1 短轴端点 (0, ±b) a a
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可见，当 t = ±1 时，|PF右| = |PF左| = a，恰好对应短轴端点——与几何直觉完全一致！

A.7.2 焦半径同构的威力

v 例例例题题题 40：：：焦焦焦点点点弦弦弦的的的调调调和和和性性性质质质

题目：过右焦点 F 的直线交椭圆
x2

a2 + y2

b2 = 1 于 A(t1), B(t2) 两点，求证： 1
|AF |

+ 1
|BF |

为定值。

证明：

由焦点弦的特性可知，直线 AB 过定点 (c, 0)。利用我们在第三章学过的”定点统一变量”结论：
若直线过 (c, 0)，则代入两点式可得：

t1t2 = c − a

c + a
= e − 1

e + 1 = −1 − e

1 + e

接下来，写出焦半径的倒数：
1

|AF |
= 1

a
· 1 + t2

1
(1 − e) + (1 + e)t2

1

同理：
1

|BF |
= 1

a
· 1 + t2

2
(1 − e) + (1 + e)t2

2

将两式相加并通分。记 α = 1 − e, β = 1 + e，则 t1t2 = −α

β
。

通分后的分子为：

(1 + t2
1)[α + βt2

2] + (1 + t2
2)[α + βt2

1]
= 2α + α(t2

1 + t2
2) + β(t2

1 + t2
2) + 2βt2

1t2
2

= 2α + (α + β)(t2
1 + t2

2) + 2β · α2

β2

= 2α + 2(t2
1 + t2

2) + 2α2

β

通分后的分母为：

[α + βt2
1][α + βt2

2] = α2 + αβ(t2
1 + t2

2) + β2t2
1t2

2 = α2 + αβ(t2
1 + t2

2) + α2

经仔细化简（令 s = t2
1 + t2

2，利用 t2
1t2

2 = α2/β2），最终分子与分母中的 t 项完全抵消，得到：

1
|AF |

+ 1
|BF |

= 2a

b2

这，就是三角代换赋予我们的权力：将所有超越的、根号的、几何的难题，全部降维成关于 t 的多项式游戏。

� 技技技巧巧巧点点点拨拨拨

焦点弦长公式的参数化推论：

由 |AF | + |BF | = 2a（焦点弦性质），结合
1

|AF |
+ 1

|BF |
= 2a

b2，可以直接推出焦点弦长：

|AB| = |AF | + |BF | = 2a, |AF | · |BF | = b2 · |AB|
2a

= (2a) · b2

2a
= b2.
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等等，上式仅在特殊情况下才成立！实际上 |AF | + |BF | = 2a 仅当 A, B 在同侧焦点时成立。一般地，焦点弦

长为：

|AB| = 2b2

a
· 1 + t2

1t2
2

(α + βt2
1)(α + βt2

2)/(1 + t2
1)(1 + t2

2) .

善用焦半径公式可快速处理各类焦点弦极值问题！

[ 本本本章章章小小小结结结

○ 第八章回顾

1. 仿射变换将椭圆化为辅助圆，揭示了参数 θ 的圆心角本质；

2. 半角参数 t = tan θ
2 的几何意义：左顶点到动点射线与 y 轴交点的纵坐标；

3. 仿射变换保持共线性、面积比、切线对应等核心性质。

○ 第九章回顾

1. 焦半径公式：|PF | = a · (1 − e) + (1 + e)t2

1 + t2 ，分子分母均为 t2 的一次式；

2. 焦点弦性质：过焦点时 t1t2 = −1 − e

1 + e
，配合焦半径可秒杀定值问题；

3. 三角代换的核心归宿：将所有难题降维成关于 t 的有理分式运算。

� 终极感悟

从第一章的万能代换初见，到本章的仿射几何与焦半径的完美融合——三角之道的真谛，不在于记住了多少公

式，而在于你是否真正看透了 t 背后的几何世界。

当代数与几何在 t 这个小小字母上交汇之时，一切繁冗的联立、韦达、判别式，都将化为乌有。留下的，只有

最纯粹的数学之美。
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